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第1章 序論

調和振動子は物理学において基本的な模型であり , その量子論は完全に理解され

ている . 実際に量子力学における重要な問題が調和振動子に帰着し , 解かれている .

一方で , 減衰調和振動子は , 調和振動子に対して速度に比例する減衰の効果を加味

した模型であり , 散逸系の最も簡単な例の１つである . 減衰調和振動子の量子化の

研究は , 多くの人々によってなされてきたが , 減衰調和振動子の量子力学的な振る

舞いは未だに明確にされていない . 本研究の目的は , 減衰調和振動子の量子論を正

しく理解することである.

減衰調和振動子の量子化の方法として , 大きく分けて２つの方法が知られてい

る. 一つ目の方法は , 環境と相互作用する調和振動子を考え , 環境を平均化するこ

とにより , 量子化を行う方法である . 二つ目の方法は , 減衰調和振動子の運動方程

式を与えるラグランジアンを設定して , それを基に量子化を行う方法である . この

方法は環境の自由度を直接扱わなくて済むという長所があり , 現象論的な方法と捉

えることができる . 本研究では , 上述の二つ目の方法を採用して , 減衰調和振動子

の量子化を行う.

減衰調和振動子の運動方程式を与える代表的なラグランジアンとして , Caldirola-
Kanaiラグランジアン [1,2]と Batemanラグランジアン [3]の２つが知られている . 
Caldirola-Kanaiラグランジアンは , あらわに時間に依存するラグランジアンであ

り, 時間を指数とする指数関数と通常の調和振動子のラグランジアンの積である .

このラグランジアンに基づく量子化は , 不確定性関係の破れを導くなどの幾つかの

問題点が指摘されている [4,5]. 一方 , Batemanラグランジアンは , あらわに時間に

依存しないという望ましい性質を持つが , 減衰調和振動子だけではなく , 独立な増

幅調和振動子も記述するという問題を持つ . Batemanラグランジアンに基づく減衰

調和振動子の量子化は , 1977年に Feshbachと Tikochinskyによって , SU (1, 1) Lie
代数を利用して行われた [6]. しかし , 得られるエネルギー固有値に下限がなく , 力

学的な視点から考えると系は不安定なものとなる . これに対して本論文では , 虚数

スケーリング量子化法と呼ばれる手法を減衰調和振動子の量子化に適用し , 系の不
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安定性の問題を解決する [7]. 一方 , 上述のように Batemanラグランジアンは , 独立

な増幅調和振動子も記述するという問題を持つ . これに対しては , 減衰調和振動子

のみを記述する修正された Batemanラグランジアンを提案し問題を解決する [8].

その後 , このラグランジアンに基づき , 減衰調和振動子の量子化を実行し , 減衰調

和振動子の量子力学的な振る舞いを明らかにする.

本論文の構成は以下の通りである . 第 2章では , Bateman模型に対する２つの量

子化法を論じる . 初めに Feshbachと Tikochinskyが導いた結果をより簡潔に導く

方法を論じる . さらに , 別の量子化法として虚数スケーリング量子化法を論じる .

その際に , 得られるエネルギー固有値に下限が生じることを示す . 第 3章では , 減

衰調和振動子のみを記述する修正された Bateman模型を提案して , この模型に基

づき , 減衰調和振動子の量子化を行う . これにより , 減衰調和振動子の量子力学的

な振る舞いを明らかにする . 第 4章では , 本論文で得られた結果をまとめ , 今後の

課題について述べる. 
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第2章 Bateman模型に対する

２つの量子化法

この章では , Bateman模型に対する２つの量子化法を考える . １つは SU (1, 1) Lie
代数を用いることなく , Feshbach-Tikochinskyの量子化法で導かれる結果を簡潔に
再現する方法である . そしてもう１つはもともと , Pais-Uhlenbeck模型に対して提
案された , 虚数スケーリング量子化法である . 後者の量子化法は , 前者の量子化法

で生じる下限の無いエネルギースペクトルの問題を解決する . どちらの量子化法

においても , ハミルトニアン演算子の固有状態の２乗ノルムの正定値性は保障され

る. Feshbach-Tikochinskyの量子化法とは異なり , 虚数スケーリング量子化法では ,

崩壊状態と成長状態に加えて, 安定状態が現われることが示される. 

2.1 導入 

Bateman模型 [3]は, Batemanが約 90年前に模型を提案して以来 , 減衰調和振

動子に対する模型として繰り返し研究されている [6, 9–19]. Bateman模型を定義

する Batemanラグランジアンは , 実際には互いに独立な減衰調和振動子と増幅調

和振動子から構成される倍化された系を記述する . それにも関わらず , Bateman模

型は減衰調和振動子に対する基本的な模型として広く認識されている . なぜなら , 
Batemanラグランジアンは減衰調和振動子の運動方程式を正しく与え , さらにラ

グランジアンそのものがあらわに時間に依存しないという望ましい性質を持って

いるからである. 
Bateman模型の正準量子化は , SU (1, 1) Lie代数の表現論を用いて , Feshbach と 

Tikochinskyによって初めて行われた [6]. 彼らは , Bateman模型のハミルトニアン

演算子の固有値とそれらに対応する固有状態を導いた . 得られる固有値は必ず複

素数となり , 従って Schrödinger描像において , 対応する固有状態は崩壊状態また

は成長状態であることがわかる . さらに , 系のエネルギー固有値として解釈される

ハミルトニアン演算子の固有値の実部には , 下限がないことがわかる . このことは , 
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純粋に力学的な視点から考えると , 系の不安定性の問題に繋がる .（Bateman模型

の量子化に熱場の理論 (Thermo Field Dynamics (TFD)) [20, 21] の枠組みを適用
すると , この問題を回避できる可能性がある [12,13].）Feshbach と Tikochinskyが 

Bateman模型の量子化を行った後に , 彼らの結果は , 幾つかの異なる文脈において

再考察されてきた [12–17,19]. しかしながら , 下限のないエネルギースペクトルの

問題は , 明確に取り上げられておらず , 今なお解決されていないように思われる . 1

同様の問題は , Pais-Uhlenbeck模型の正準量子化においても生じる [25]. この模

型のラグランジアンは , 座標変数の時間に関する 2階微分を含み , 非縮退型である

ため , 対応する古典的なハミルトニアンは Ostrogradsky の定理 [26,27]に従い , 下

限がないことがわかる . この望ましくない状況は , Pais-Uhlenbeck模型の素朴な正
準量子化に引き継がれて , 下限のないエネルギースペクトルの問題を引き起こす .

対応する固有状態の２乗ノルムの正定値性を保ちつつ , この問題を解決するため

に, Benderと Mannheimは位置演算子と運動量演算子の虚数スケーリングを含む

新たな量子化法を提案した [28]. 後に , Mostafazadehはこの量子化法の数学的な側

面を探り , それを虚数スケーリング量子化と呼んだ [29]. この手法は , 対応する固

有ベクトルの２乗ノルムの正定値性を保ちつつ , 正定値のエネルギースペクトルを

与える.

本研究では ,実部に下限があるハミルトニアン演算子の固有値を得るために , Bate-
man模型に対して虚数スケーリング量子化法を適用する . その際に , 対応する固有

ベクトルの２乗ノルムの正定値性を明確に考慮する . Bateman模型に対する虚数ス

ケーリング量子化法を論じる前に ,まず初めに ,擬 Bogoliubov変換を用いることによ

り, Feshbach-Tikochinskyの量子化法で導かれた結果を簡潔に再現することを試み
る. 本研究の手法は , SU (1, 1) Lie代数を用いていないため , Feshbach-Tikochinsky
の量子化法 [6,11,12,16]よりも単純であることがわかる . Feshbach-Tikochinskyの
量子化法の再定式化の後に , 実際に Bateman模型に対して虚数スケーリング変換

とユニタリー変換の組合わせを用いることで , 虚数スケーリング量子化法を展開す

る. 上述の２つの量子化法は , 消滅演算子と生成演算子の異なる変換に基づき , 同

等の立場で理解される.

この章は以下のように構成される . 第 2.2節では , ２つの量子化法に対する準備

を含めて , Bateman模型を簡単に説明する . 第 2.3節では , Feshbach-Tikochinsky 

1 最近 , Bateman模型の量子化は , 非可換空間に関連して研究されている [22]. Bateman模型の

量子化に関する他の最近の研究として , 例えば文献 [23,24]を参照せよ . これらの研究の内容は , こ
の論文で扱う内容とは直接的には関係していない. 
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の量子化法で導かれた結果を簡潔に再現する . 第 2.4節では , Bateman模型に対す

る虚数スケーリング量子化法を論じる . 第 2.5節では , 本章のまとめを行い , 今後

の課題を述べる . 第 2.6節では , 補足として , ２つの量子化法における固有関数に

ついて論じる. 

2.2 Bateman模型とその正準量子化

この節では, Bateman模型とその量子力学的な構成を簡単に説明する. 

2.2.1 正準形式 

Bateman模型は, Batemanラグランジアン 

γ 
LB = mẋẏ + (xẏ − xy˙ ) − kxy (2.2.1)

2

で定義される模型である [3]. ここで , x = x(t)と y = y(t)は実座標変数であり ,

時刻 tの関数となっている . また , m, γ, kは正の実定数である . 力学変数の上の

ドットは , 時刻 tに関する微分を表している . このラグランジアンから , yに関する 

Euler-Lagrange方程式は 

mẍ+ γẋ+ kx = 0 (2.2.2)

のように得られ, xに関する Euler-Lagrange方程式は 

mÿ  − γẏ + ky = 0 (2.2.3)

のように得られる . 2 式 (2.2.2)は質点の質量 m, ばね定数 k, 減衰係数 γの減衰調

和振動子に対する古典的な運動方程式であり , 振幅が時間経過と共に指数関数的

に減少する . 一方 , 式 (2.2.3)は増幅調和振動子に対する古典的な運動方程式であ

り, 振幅が時間経過と共に指数関数的に増大する . 従って Batemanラグランジア

ン (2.2.1) は, 互いに独立な減衰調和振動子と増幅調和振動子から構成される倍化

された系を記述することがわかる. 

2ラグランジアン (2.2.1) は変換 (x, y, γ) → (y, x, −γ)の下で不変である . 従って , 式 (2.2.2) と
式 (2.2.3)はこの変換によって互いに関連している. 
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次に, 新たな変数 [14, 18] 

1 1 
x1 := √ (x + y) , x2 := √ (x − y) (2.2.4)

2 2

を導入すると, ラグランジアン (2.2.1)は 

m( ) γ ( ) k ( )
2 2 2 2LB = ẋ − ẋ − x1ẋ 2 − ẋ1x2 − x − x (2.2.5)1 2 1 22 2 2

のように書ける. 正準座標 (x1, x2)に対応する正準運動量は 

∂LB γ ∂LB γ 
p1 := = mẋ 1 + x2 , p2 := = −mẋ2 − x1 (2.2.6)

∂ẋ 1 2 ∂ẋ 2 2

である. ハミルトニアンは LBの Legendre変換によって次のように得られる. 

H := p1ẋ1 + p2ẋ 2 − LB 

= 
( 

1 2 p1 + 
2m 

)
1 2mω2 

−x12 

( 
1 2− p2 + 
2m 

)
1 2mω2 

−x22 
− 

γ 
(x1p2 + x2p1) . 

2m 
(2.2.7)

ここで, ω−は √ 
ω− := ω2 − 

γ2 

4m2 (2.2.8)

√ 
のように定義される . ただし , ω := k/mである . 本研究では , ω−が正の実定数

であると仮定することにより, 減衰振動もしくは増幅振動の場合のみを扱う.

いま, 正準座標と正準運動量を用いて, Poisson括弧を ( ) ( )
∂A ∂B ∂A ∂B ∂A ∂B ∂A ∂B {A, B} := − + − (2.2.9)
∂x1 ∂p1 ∂p1 ∂x1 ∂x2 ∂p2 ∂p2 ∂x2

のように定義する. 式 (2.2.9)から, 正準座標と正準運動量の間の Poisson括弧は 

{x1, p1} = 1 , {x2, p2} = 1 (2.2.10)

となり, その他の Poisson括弧は 0となる. 

Bateman模型における力学的エネルギーについての考察

式 (2.2.2)に ẏを掛けたものと式 (2.2.3)に ẋを掛けたものを足すことにより, 

d 
(mẋẏ + kxy) = 0 (2.2.11)

dt 
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が得られる. 式 (2.2.11)から, Bateman模型における保存量は

H = mẋ ẏ + kxy (2.2.12) 

ẋ

と共に増大するため これらの和は一定ではないことがわかる このように 減衰 , . ,

であることがわかる . 実際に式 (2.2.12)を正準変数で書き換えると , Batemanラグ

ランジアン (2.2.1)から得られるハミルトニアンと一致する . 一方 , 式 (2.2.2)に ẋ

を掛けたものと式 (2.2.3)に ẏを掛けたものを足すことにより, {( ) ( )}
d m k m k2 2 2 2 

k km m 
ẋ 

√ 

+ x + + y = γ (ẏ + ẋ) (ẏ − ẋ) ̸= 0 (2.2.13) 

ẏ 

dt 2 2 2 2

が得られる . ここで , t = 0の場合を除き , 任意の時刻で ẋ ̸= ±ẏが成り立つため ,

式 (2.2.13)の右辺は 0ではないことに注意する . 式 (2.2.13)から , Bateman模型に

おける力学的エネルギーは ( ) ( )

ẏ 

2 2 2 2E = + x + + y (2.2.14)
2 2 2 2

となり ,保存量ではないことがわかる . 実際に ,減衰調和振動子の力学的エネルギー

は時間経過と共に減少する一方で , 増幅調和振動子の力学的エネルギーは時間経過

調和振動子のような散逸系において , 系のハミルトニアンと力学的エネルギーは異

なるものであるということを認識する必要がある. 

2.2.2 正準量子化

いま , 正準変数 (xi, pi) (i = 1, 2) を x̂† 
i = x̂i と p̂† 

i = p̂iを満たす Hermite演算子

とみなして, Poisson括弧を交換関係 

[x̂i , p̂j ] = iℏδij 1l (i, j = 1, 2) , その他 = 0 (2.2.15)

に置き換えることにより , Bateman模型の正準量子化を行う . ここで , 1lは恒等演
算子であり, δijは Kroneckerのデルタ記号である. 次に, 新しく演算子 √ 

mω− 1 
âi := x̂i + i p̂i , (2.2.16a)

2ℏ 2ℏmω− √√ 
1† mω− 

:= x̂i − i p̂i (2.2.16b)i 2ℏ 2ℏmω− 
â 
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を定義する. 式 (2.2.15)を用いることで, [ ]
âi , âj 

† = δij1l , その他 = 0 (2.2.17)

を満たし, ハミルトニアン (2.2.7)に対応するハミルトニアン演算子は 

H = H0 + H1 (2.2.18)

のように表される. ここで, H0と H1は ( )
H0 := ℏω− â

† 
1â1 − â† 

2â2 , (2.2.19a) ( )ℏγ † †H1 := i â1â2 − â1â2 (2.2.19b)
2m

である . 式 (2.2.17)を用いると , H0 と H1は †共役に関して Hermite性を満たし ,

互いに交換することがわかる. 次に 

âi |0⟩ = 0 (2.2.20)

により定められる素朴な真空状態 |0⟩を採用することで, Fock基底ベクトル ( ) ( )n1 n21 |n1, n2⟩ := √ â† â† |0⟩ (ni = 0, 1, 2, . . .) (2.2.21) 
n1! n2! 1 2

を構成する . このとき , âi と âi 
†はそれぞれ消滅演算子と生成演算子として解釈さ

れる. 式 (2.2.20) と 式 (2.2.21)の双対形式はそれぞれ 

⟨0|â† = 0 , (2.2.22)i 

1 ⟨n1, n2| := √ ⟨0|(â1)n1 (â2)
n2 (2.2.23) 

n1! n2!

によって与えられる . 規格化条件 ⟨0|0⟩ = 1を課して , 式 (2.2.17), 式 (2.2.20)と式 

(2.2.22)を用いると 

⟨m1,m2 |n1, n2⟩ = δm1n1 δm2n2 (2.2.24)

が示される . 従って , Fock基底ベクトル |n1, n2⟩は正の２乗ノルム ⟨n1, n2|n1, n2⟩ = 1 { }
を持ち , 正規直交基底 |n1, n2⟩ によって張られる Fock空間は , 正定値性を満た

す Hilbert空間であることがわかる . この空間において , 正規直交基底の完全性の

条件は ∑∞ ∞∑ 
|n1, n2⟩⟨n1, n2 | = 1l (2.2.25) 

n1=0 n2=0

である . 演算子 H0 と H1は交換するが , ベクトル |n1, n2⟩は H0の固有ベクトルで

あり , H1の固有ベクトルではないことがわかる . 次の２つの節において , H0 と H1

の同時固有状態（Hの固有状態）を見出すために, 可逆変換を考察する. 
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2.3 Feshbach-Tikochinskyの量子化法の再定式化

この節では , SU (1, 1) Lie代数を用いることなく , Feshbach-Tikochinskyの正準
量子化法 [6]の再定式化を行う.

まず初めに, 演算子 ā i と ā i 
‡を 

ϑX ̂  −ϑX ‡ ϑX ̂ † −ϑX ā i := e ai e , ā i := e ai e (2.3.1)

のように定義する. ここで, ϑは複素パラメータであり, Xは 

X := â1â2 + â1 
† â2 

† (2.3.2)

によって定義される. 式 (2.3.2)から, X† = Xであることは明らかである . 演算子 

eϑXのユニタリー性と , それに関係した特性 (āi)† = ā‡ 
i は, ϑが純虚数の時にのみ成

り立つ. 式 (2.2.17)から [ ]
ā i , ā‡ 

j = δij 1l , その他 = 0 (2.3.3)

であることがわかる. また, 式 (2.3.1)は ( ) ( )( )
ā 1 cos ϑ − sin ϑ â1 

= , (2.3.4a)‡ † ā sin ϑ cos ϑ â2 2 ( ) ( )( )
‡ † ā cos ϑ sin ϑ â1 = 1 (2.3.4b) 
ā 2 − sin ϑ cos ϑ â2 ( ) ( )

のように書かれる . 変換 âi, âi 
† → ā i, ā i 

‡ は Bogoliubov変換に似ているが , 実際

にはパラメータ ϑが純虚数でない限り Bogoliubov変換ではない .（仮に ϑが純虚数 ( ) ( )
とすると , eϑX はユニタリー性を満たし , 変換 âi, âi 

† → ā i, ā i 
‡ は Bogoliubov変

換 [21, 30]である.）

式 (2.3.4) と式 (2.3.3)を用いると, 演算子 H0 と H1は次のように表される. ( )
H0 = ℏω− ā

‡ 
1ā 1 − ā‡ 

2ā 2 , (2.3.5a) {( ) ( ) }ℏγ ‡ ‡ ‡ ‡ = i ¯ a2 − ā ā 2 cos(2ϑ) + ā ā 1 + ā ā 2 + 1l sin(2ϑ) . (2.3.5b)H1 a1 ̄  1 1 22m

ついでながら , Xは X = ā 1ā 2 + ā‡ 
1ā

‡ 
2のように表される . 本研究の目的は , Hの固

有値を見出すことであるため , H1が ā 1 
‡ ā 1, ā 2 

‡ ā 2と 1lの線形結合の形を取るように ϑ 
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を選ぶ .（演算子 H0は既に ā‡ 
1ā 1 と ā‡ 

2ā 2の線形結合の形を取っている .）Feshbach-

Tikochinskyの量子化法と比較した上で , パラメータ ϑを ϑ = ±π/4と定める . そ

の時, H1は ( )
(±) ℏγ ‡ ‡H := ±i ā ā 1 + ā ā 2 + 1l (2.3.6)1 1 22m ( ) ( )

となる . パラメータ ϑが ϑ = ±π/4の場合の変換 âi, âi 
† → ā i, ā i 

‡ を今後 , 擬 

Bogoliubov変換と呼ぶ . ここで , 擬は変換が非ユニタリーであることを意味する .

このような非ユニタリー変換は SU (1, 1) Lie代数に基づく Feshbach-Tikochinsky

の量子化法においても同様に考察されている . ‡共役に関する H1
(±)の Hermite性, ( )‡

すなわち H1
(±) 

= H1
(±)は条件 

i‡ γ‡ = −i , = −γ (2.3.7)

の下で成り立つ. 明らかに H0 と Xは ‡共役に関して Hermite性を満たす.

いま , ハミルトニアン演算子 (2.2.18)は, H(±) = H0 + H1
(±)と表される . 対応し

て, H(±)を用いると , あらわに時間に依存しない演算子 A(t)に対する Heisenberg [ ]
方程式は , dA/dt = (iℏ)−1 A, H(±) となる . 交換関係 (2.3.3)を用いることで , ā i
と ā‡ 

i に対する Heisenberg方程式を解くことができる. その時, 

ā 1(t) = ā 1(0)e(−iω−±λ)t , ā‡ 
1(t) = ā‡ 

1(0)e
−(−iω−±λ)t , (2.3.8a) 

ā 2(t) = ā 2(0)e(iω−±λ)t , ā 2 
‡ (t) = ā 2 

‡ (0)e−(iω−±λ)t (2.3.8b) ( )‡
を得る . ここで , λ := γ/2mである . 条件 (2.3.7)により , ‡共役関係 ā i(t) = ā i 

‡(t)

は任意の時刻において成立する . 式 (2.3.8)からわかるように , ‡共役は時間反転を
含む . Feshbach-Tikochinskyの量子化法においても同様に , 波動関数に対する適切

な規格化積分を定義するために , 複素共役ではなく , 時間反転が使われている . ハ

ミルトニアン演算子 H(±)は時間に依存していないことは明らかである.

次に新たなベクトル 

|0⟩⟩ := e ϑX |0⟩ , (2.3.9a) 

⟨⟨0| := ⟨0|e −ϑX (2.3.9b)

を定義する .（ベクトル |0⟩⟩は時々 , Bogoliubov真空状態と呼ばれる .）ここで , 式 

(2.2.20) と 式 (2.2.22)から 

ā i |0⟩⟩ = 0 , ⟨⟨0|ā‡ = 0 (2.3.10)i 

12 



を満たすことがわかる . 従って, |0⟩⟩ と ⟨⟨0|は 
(
ā i, ā i 

‡)系の真空状態ベクトルであ
り, ā i と ā‡ 

i はぞれぞれ消滅演算子と生成演算子であることがわかる . この系にお

いて, Fock基底ベクトルとそれらの双対ベクトルは次のように構成される. ( ) ( )n1 n21 |n1, n2⟩⟩ := √ 
n1! n2! 

ā 1 
‡ ā‡ 

2 |0⟩⟩ , (2.3.11a) 

1 ⟨⟨n1, n2| := √ ⟨⟨0|(ā1)n1 (ā2)
n2 . (2.3.11b) 

n1! n2!

これらは式 (2.2.21) と 式 (2.2.23)における基底ベクトルと 

|n1, n2⟩⟩ = e ϑX |n1, n2⟩ , (2.3.12a) 

⟨⟨n1, n2| = ⟨n1, n2|e −ϑX (2.3.12b)

によって関係している. 式 (2.2.24)を用いることにより 

⟨⟨m1,m2 |n1, n2⟩⟩ = δm1n1 δm2n2 (2.3.13)

が示される . 従って Fock基底ベクトル |n1, n2⟩⟩は正の２乗ノルム ⟨⟨n1, n2|n1, n2⟩⟩ = { }
1を持ち , 正規直交基底 |n1, n2⟩⟩ によって張られる Fock空間は , 正定値性を満た

す Hilbert空間であることがわかる. 完全性の条件 (2.2.25) から 

∞ ∞∑ ∑ 
|n1, n2⟩⟩⟨⟨n1, n2 | = 1l (2.3.14) 

n1=0 n2=0

が導かれる . ベクトル |n1, n2⟩⟩は, ϑ = ±π/4の場合に H0 と H1
(±)の同時固有状態

であり, さらに, ハミルトニアン演算子の固有値方程式 

H(±)|n1, n2⟩⟩ = h(±) |n1, n2⟩⟩ (2.3.15)n1,n2

を満たす. ここで, 

h(±) := ℏω−(n1 − n2) ± iℏλ(n1 + n2 + 1) (2.3.16)n1,n2 

(±)である . ただし , hn1,n2 の実部はエネルギー固有値と解釈され , 虚部は崩壊幅と解 
(±)釈される . ハミルトニアン演算子の固有値 hn1,n2 は Feshbach と Tikochinsky に

よって以前に得られた固有値 [6]と一致する . このように , 擬 Bogoliubov変換は ,

式 (2.2.18)において与えられたハミルトニアン演算子 Hの固有値問題を解く変換

であることがわかる. 
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次に, Schrödinger方程式 

d 
iℏ |ψ(t)⟩ = H|ψ(t)⟩ (2.3.17)
dt { }

を考える . この方程式を解くために , t = 0における基底 |n1, n2⟩ の代わりに { }
t = 0における基底 |n1, n2⟩⟩ で |ψ(t)⟩を展開する . その時 , 式 (2.3.15)を用いる

と, 特殊解 

|ψ(±) (t)⟩ := exp 
[
−ih(±) t/ℏ

] 
|n1, n2⟩⟩t=0 (2.3.18)n1,n2 n1,n2

を得る . これより明らかに |ψn 
(± 
1,n 
) 

2 (0)⟩ = |n1, n2⟩⟩t=0 である . 式 (2.3.18)は時刻 

tにおけるハミルトニアン固有状態を定める . 式 (2.3.17)の一般解は |ψ(±)(t)⟩ = ∑∞ 
n1,n2 

cn1,n2 |ψn 
(± 
1,n 
) 

2 (t)⟩によって与えられる . ここで , cn1,n2 は複素定数である . 量 
(+)子数 n1 と n2の可能な値に関わらず , |ψn1,n2 (t)⟩ は時間発展と共に増加するため成

長状態を表しており , 一方 , |ψn 
(− 
1,n 
) 

2 (t)⟩は時間発展と共に減少するため , 崩壊状態を

表すことがわかる . この結果は , n1 = n2 = 0の時でさえ h(±) に残る定数項 ±iℏλn1,n2

によるものである . ハミルトニアン演算子 Hは †共役に関して Hermite性を満た

すため , ⟨ψ(t)|に対する双対 Schrödinger方程式は d⟨ψ(t)|/dt = (−iℏ)−1⟨ψ(t)|Hと
なる . 時刻 t = 0における双対基底 ⟨⟨n1, n2| で ⟨ψ(t)|を展開し , 式 (2.3.11b)か

ら得られる固有値方程式 ⟨⟨n1, n2|H(

{
±) = h(±) 

}
⟨⟨n1, n2|を用いることで, 特殊解n1,n2 

⟨ψ(±) (t)| := exp 
[
ih(±) t/ℏ

] 
⟨⟨n1, n2| t=0 (2.3.19)n1,n2 n1,n2 ( )‡(±) (±)を得る . また , 式 (2.3.7)によって成り立つ条件 hn1,n2 = hn1,n2 を用いることに

より , |ψn 
(± 
1,n 
) 

2 (t)⟩ と ⟨ψn 
(± 
1,n 
) 

2 (t)|は ‡共役によって互いに関係していることがわかる .

式 (2.3.13)は ⟨ψm 
(± 

1 
) 
,m2 (t)|ψn 

(± 
1,n 
) 

2 (t)⟩ = δm1n1 δm2n2 を導く . そしてこれは |ψn 
(± 
1,n 
) 

2 (t)⟩
の２乗ノルムは時間経過で変わらないことを表している . 同様の事実は , Feshbach
と Tikochinsky によっても指摘された [6].

いま , |n1, n2⟩⟩の基本的な２乗ノルムを調べることにより , 通常の Hilbert空間は , 
ϑ = ±π/4の場合において明確に定義されないことを示す . まず初めに式 (2.3.9)に

おいて定義されるベクトルは [ ]1 |0⟩⟩ = exp â† â2 
† tan ϑ |0⟩ , (2.3.20a)1 cos ϑ 

1 ⟨⟨0| = ⟨0| exp [−â1â2 tan ϑ] (2.3.20b) 
cos ϑ 
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のように書ける. もしくは同等に

∞∑1 |0⟩⟩ = (tan ϑ)n |n, n⟩ , (2.3.21a) 
cos ϑ 

n=0 
∞∑1 ⟨⟨0| = (− tan ϑ)n ⟨n, n| (2.3.21b) 

cos ϑ 
n=0 ( )

として書ける . このとき , ⟨⟨0|0⟩⟩ = 1を示すために , 関係式 
∑∞ − tan2 ϑ n 

= ( )−1 
n=0 

1 + tan2 ϑ を用いるため , 式 (2.3.20)と式 (2.3.21)のような表現は , | tan ϑ | < 1
のような ϑに対してのみ明確に定義される. この理由のために, 条件 ϑ = ±π/4は
ここでは ϑ ↑ π/4 もしくは ϑ ↓ −π/4として理解される . 状態ベクトル |0⟩⟩の †共
役は, 式 (2.3.9a)から以下のように定義される. 

ϑ∗X† ϑ∗X[⟨0| := ⟨0|e = ⟨0|e . (2.3.22)

式 (2.3.20a) と 式 (2.3.21a)を用いると, [⟨0|は以下の通りに表される. 

1 
[⟨0| = ⟨0| exp [â1â2 tan ϑ ∗ ] (2.3.23a) 

cos ϑ∗ 

∞∑1 
= (tan ϑ ∗ )n ⟨n, n| . (2.3.23b) 

cos ϑ∗ 
n=0

パラメータ ϑ が純虚数ではない時 , [⟨0| は ⟨⟨0| とは異なる . 式 (2.3.21a) と 式 

(2.3.23b)から, |0⟩⟩の素朴な２乗ノルムは 

1 1 
[⟨0|0⟩⟩ = = (2.3.24)

| cos ϑ |2 − | sin ϑ |2 cos (ϑ + ϑ∗)

であることがわかる . 仮に , ϑが純虚数なら , 式 (2.3.24)は期待通りに ⟨⟨0|0⟩⟩ = 1と

なる. これに対して, 仮に, ϑ = ±π/4なら, [⟨0|0⟩⟩は無限に発散する.

より一般に , |n1, n2⟩⟩の素朴な２乗ノルムを調べることができる . ちょうど [⟨0|
と同じく, |n1, n2⟩⟩の †共役は, 式 (2.3.12a) から 

ϑ∗X† ϑ∗X[⟨n1, n2 | := ⟨n1, n2 |e = ⟨n1, n2 |e (2.3.25)

のように定義される. 式 (2.3.25)を用いると, |n1, n2⟩⟩の素朴な２乗ノルムは 

[⟨n1, n2 |n1, n2⟩⟩ = ⟨n1, n2 |e(ϑ+ϑ∗)X |n1, n2⟩ (2.3.26) 
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によって与えられる. 例えば, 

1 
[⟨1, 0|1, 0⟩⟩ = [⟨0, 1|0, 1⟩⟩ = , (2.3.27a)

(cos Θ)2 

2 − (cos Θ)2 
[⟨1, 1|1, 1⟩⟩ = (2.3.27b)

(cos Θ)3

を得ることができる. ここで, Θ := ϑ + ϑ∗である. さらに, 帰納法を用いると 

c 
[⟨n1, n2 |n1, n2⟩⟩ ≃ (Θ → ±π/2) (2.3.28)

(cos Θ)n1+n2+1

を得る . ここで , c は実定数である . この素朴な２乗ノルム [⟨n1, n2 |n1, n2⟩⟩ は 

ϑ → ±π/4の極限で無限に発散するため , 素朴な２乗ノルムによって張られる通

常の Hilbert空間は , ϑ = ±π/4の場合においては定義されないことがわかる . 従っ

て, ϑ = ±π/4の場合において , H1の Hermite性は通常の Hilbert空間においては

実際には意味を持たない . 結果として H1は, 式 (2.3.15) と 式 (2.3.16)で示した純

虚数の固有値 ±iℏλ(n1 + n2 + 1)を持つことができる . Feshbachと Tikochinskyに

よっても , 異なる文脈において同様の考察が行われている [6]. ここで述べた明確に

定義されない Hilbert空間の利用を避けるために , 本研究では実際に内積 (2.3.13)

により張られる明確に定義された Hilbert空間を考察する . いまの量子化法におい

て, この明確に定義された Hilbert空間を適用するべきであることは明らかである .

演算子で表した式 (2.2.4)と, 式 (2.2.16), 式 (2.3.4), 式 (2.3.8)を用いることで , 
ϑ = π/4に対して √ ( )

−λt ‡ ‡ x̂(t) = 
ℏ 

e ā 1(0)eiω−t + ā 2(0)e−iω−t , (2.3.29a)
2mω− √ 

ℏ ( )
ŷ(t) = e λt ā 1(0)e−iω−t − ā 2(0)eiω−t (2.3.29b)

2mω−

を得る. また, ϑ = −π/4に対して √ 
ℏ ( )

x̂(t) = e −λt ā 1(0)e−iω−t + ā 2(0)eiω−t , (2.3.30a)
2mω− √ ( )ℏ λt ‡ ‡ ŷ(t) = e ā 1(0)eiω−t − ā 2(0)e−iω−t (2.3.30b)
2mω−

を得る . 式 (2.3.29a)と式 (2.3.30a)が式 (2.2.2)を満たし ,式 (2.3.29b)と式 (2.3.30b)

が式 (2.2.3)を満たす . 従って, ここで再定式化された Feshbach-Tikochinskyの量

子化法において, 演算子で表した式 (2.2.2) と式 (2.2.3)が成り立つことがわかる. 
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仮に â2 と â2 
† がそれぞれ , â1 と â1 

† のチルダ共役 3とするならば , ハミルトニア

ン演算子 (2.2.18)は TFD [20, 21]において論じられたハミルトニアン演算子の一
つと同じ形式となる . Celeghiniらはこの事実に注目し , TFDの枠組みに従って , 
Bateman模型の量子論的な側面を研究した [12, 13]. 彼らは , Bateman模型の場の

理論的な一般化の必要性を主張した . 熱場の力学的な手法においては , H0に含ま

れる − â† 
2â2の負の符号は , 熱的自由度を記述するのに必須である . しかしながら ,

純粋に力学的な視点から考えると , 仮に相互作用を入れると , この負の符号は必ず 
(±)系の不安定性の問題を引き起こす . 実際に , Rehn1,n2 = ℏω−(n1 − n2)によって与

えられ , 系のエネルギー固有値として解釈される H0の固有値は , −n2の存在のた

めに下限がない . その結果 , 系の安定性が保障されない . この望ましくない状況は ,

虚数スケーリング量子化法 [28, 29]を Bateman模型に適用することにより解決で

きる. 

2.4 虚数スケーリング量子化法

この節では, Bateman模型に対する虚数スケーリング量子化を扱う.

初めに, 演算子 ãi と ã§i を 

φY ˆ −φY § φY ˆ† −φY ãi := e ai e , ãi := e ai e (2.4.1)

により定義する. ここで, φは複素パラメータであり, Y は ( )i 
Y := − â2

2 − â2 
†2 (2.4.2)

2

によって定義される . いま , Y † = Y であることは明らかである . 演算子 eφY のユニ

タリー性とそれに関係した特性 (ãi)† = ãi
§は, φが純虚数の時にのみ成り立つ . 演 ( )

算子 Y は Y = −i ã22 − ã§22 /2のように表すことができる . このことから Y は §共
役に関して Hermite性を満たし , 即ち Y § = Y であることがわかる . 式 (2.2.17) は [ ]

ãi , ã
§
j = δij 1l , その他 = 0 (2.4.3)

を導く. 式 (2.4.2)における Y の定義から, すぐに 

§ † ã1 = â1 , ã1 = â1 (2.4.4) 

3TFDにおいて , 通常の演算子に加えてチルダ演算子を導入して , 系を倍化する . チルダ演算子
は通常の演算子のチルダ共役となっている. 
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であることがわかる . いま , φが純虚数であり , 従って eφY がユニタリー演算子 ( ) ( ) ( )
であると仮定すると , 変換 âi, â† 

i → ãi, ã
§
i は, â2, â

† 
2 のスクイーズ変換とな

る [21, 31]. 今後 , 本研究ではむしろ φを実数の値 φ = π/2になるように選ぶ . そ

の時, 式 (2.4.1)から, 

† §ã2 = −iâ2 , ã2 = −iâ2 (2.4.5) ( ) ( ) ( )
を得る . 変換 â2, â2 

† → ã2, ã2
§ = − iâ2 

† , −iâ2 は, まさに参考文献 [28, 29]にお
いて論じられた虚数スケーリング変換である . スクイーズ変換の類推からこの非

ユニタリーな変換が得られたので , 以下では , それを擬スクイーズ変換と呼ぶこと

にする.

次に, 演算子 ǎi と ǎ§i を 

χZ ̃  −χZ § χZ ̃ § −χZ ǎi := e ai e , ǎ := e a (2.4.6)i i e

により定義する . ここで , χは χ§ = −χを満たす純虚数パラメータであると仮定す
る. そして Zは 

§ §Z := ã1ã2 + ã2ã1 (2.4.7)

により定義される . 明らかに , Zは §共役に関して Hermite性を満たす . 従って, §( )§
共役に関する e χZ のユニタリー性と §共役関係 ǎi = ǎ§i はそれに付随して満た
される. 式 (2.4.3)は [ ]

ǎi , ǎj
§ = δij 1l , その他 = 0 (2.4.8)

を導く . 演算子 ǎiは ã1 と ã2の線形結合として書かれる . 同様に , 演算子 ǎi
§は ã1

§ ( ) ( )
と ã§2の線形結合として書かれる . 従って, 変換 ãi, ã§i → ǎi, ǎ§i はユニタリー変
換である. さらに, 式 (2.4.4) と 式 (2.4.5)を用いることで ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ 

ǎ1 cosh χ i sinh χ â1⎝ ⎠ = ⎝ ⎠⎝ ⎠ , (2.4.9a) 
ǎ2 − sinh χ −i cosh χ â† 

2 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ 
§ † ǎ cosh χ −i sinh χ â⎝ 1 ⎠ = ⎝ ⎠⎝ 1 ⎠ (2.4.9b)
§ǎ2 sinh χ −i cosh χ â2

が得られる. 

18 



いま , 式 (2.4.9) と 式 (2.4.8)を用いることで , 以下の通りに式 (2.2.19)で定義し

た演算子 H0 と H1を表すことができる. 4 

( )
§ §H0 = ℏω− ǎ1ǎ1 + ǎ2ǎ2 + 1l , (2.4.10a) {( ) ( ) }ℏγ § § § §H1 = ǎ1ǎ2 − ǎ2ǎ1 cosh(2χ) + ǎ1ǎ1 − ǎ2ǎ2 sinh(2χ) . (2.4.10b)

2m

ついでながら , Z は Z = ǎ§1ǎ2 + ǎ§2ǎ1のように表される . 本研究の目的は , 虚数ス

ケーリング量子化法の枠組みで H = H0 + H1の固有値を見出すことである . この

目標を達成するために , H1が ǎ§1ǎ1 と ǎ§2ǎ2の線形結合の形をとるように , χが虚数
の値 χ = ±iπ/4 となるように選ぶ . （演算子 H0は既に ǎ1

§ ǎ1, ǎ2
§ ǎ2と 1lの線形結合

の形を取っている.）演算子 H1は χ = ±iπ/4と取ると, ( )
(±) ℏγ § §Ȟ1 := ±i ǎ1ǎ1 − ǎ2ǎ2 (2.4.11)

2m

となる. §共役に関する Ȟ 
1
(±)の Hermite性, すなわち 

(
Ȟ 

1
(±))§ 

= Ȟ 
1
(±)は条件 

i§ = −i , γ§ = −γ (2.4.12)

の下で成り立つ . 演算子 H0 と Z は §共役に関して Hermite性を満たすことは明

らかである.

ハミルトニアン演算子 (2.2.18)は, いま Ȟ (±) = H0 + Ȟ 
1
(±)と表される . 対応し

て, あらわに時間に依存しない演算子 A(t)に対する Heisenberg方程式は dA/dt = [ ]
(iℏ)−1 A, Ȟ (±) となる . 交換関係 (2.4.8)を用いることにより , ǎi と ǎi

§に対する 

Heisenberg方程式を解くことができる. その時, 

§ §ǎ1(t) = ǎ1(0)e(−iω−±λ)t , ǎ1(t) = ǎ1(0)e−(−iω−±λ)t , (2.4.13a) 
§ §ǎ2(t) = ǎ2(0)e(−iω− λ)t , ǎ2(t) = ǎ2(0)e−(−iω− λ)t (2.4.13b) ( )§

を得る . 条件 (2.4.12)により , §共役関係 ǎi(t) = ǎi
§(t)は任意の時刻において成

り立つ . 式 (2.4.13)から , 第 2.3節において扱われた ‡共役と同じく , §共役も時間
反転を含むことがわかる . ハミルトニアン演算子 Ȟ (±)は時間依存していないこと

は明らかである. 
4 虚数スケーリング量子化法に関係した対称群は , 式 (2.4.10a)からわかるように , SU (1, 1)の代

わりに SU (2)である . 式 (2.2.19a)における H0は, SU (1, 1)の Casimir演算子に対応している . 一
方で , 式 (2.4.10a)における H0 は SU (2)の Casimir演算子に対応している . 虚数スケーリング変 ( ) ( ) ( )
換 â2, â2 

† → ã2, ã2
§ = − iâ2 

† , −iâ2 により, SU (2)は SU (1, 1)と関係していることがわかる. 
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いま, 新たなベクトルを 

|0)) := e φY |0⟩ , ((0| := ⟨0|e −φY (2.4.14)

のように定義する. ここで, 式 (2.2.20) と 式 (2.2.22)から 

ãi |0)) = 0 , ((0|ã§ = 0 (2.4.15)i

を満たす. 5 また, 式 (2.4.6) と 式 (2.4.15)から 

ǎi |0)) = 0 , ((0|ǎ§ = 0 (2.4.16)i ( ) ( )
を満たす . 従って , |0)) と ((0|は ã 

( 
i, ãi

§ 

)
と ǎi, ǎi

§ の系のどちらにも共通な真空状

態である . 式 (2.4.15) と 式 (2.4.16)から , ãi と ǎiは消滅演算子であり , ãi
§ と ǎi

§は

生成演算子であることがわかる . ǎi, ǎi
§ 系において , Fock基底ベクトルとそれら

に共役なベクトルは次のように構成される. ( ) ( )n1 n21 § §|n1, n2)) := √ 
n1! n2! 

ǎ1 ǎ2 |0)) , (2.4.17a) 

1 
((n1, n2| := √ ((0|(ǎ1)n1 (ǎ2)

n2 . (2.4.17b) 
n1! n2!

これらは, 式 (2.2.21) と 式 (2.2.23)における基底ベクトルと 

|n1, n2)) = e χZ e φY |n1, n2⟩ , (2.4.18a) 
−φY −χZ((n1, n2| = ⟨n1, n2|e e (2.4.18b)

によって関係している. 式 (2.2.24)を用いることにより 

((m1,m2 |n1, n2)) = δm1n1 δm2n2 (2.4.19)

が示される . 従って , Fock基底ベクトル |n1, n2))は正の２乗ノルム ((n1, n2|n1, n2)) = { }
1を持ち , 正規直交基底 |n1, n2)) によって張られる Fock空間は正定値性を満た

す Hilbert空間であることがわかる. 完全性の条件 (2.2.25)から 
∞ ∞∑ ∑ 

|n1, n2))((n1, n2 | = 1l (2.4.20) 
n1=0 n2=0 

5 仮に | tan φ | < 1なら, ベクトル |0)) と ((0| は [ ]
1 i †2|0)) = √ exp â tan φ |0⟩ ,2 cos φ 2 [ ]
1 i 2((0| = √ ⟨0| exp â2 tan φ 
cos φ 2

のように書かれる. これらの表現は本研究の場合 φ = π/2には適用できない. 
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が導かれる. ベクトル |n1, n2)) は, φ = π/2 と χ = ±iπ/4の場合に H0 と Ȟ 
1
(±)の

同時固有ベクトルであり, ハミルトニアン演算子の固有値方程式 

ˇ ȟ(±)H(±)|n1, n2)) = |n1, n2)) (2.4.21)n1,n2

を満たす. ここで, 

ȟ(±) := ℏω−(n1 + n2 + 1) ± iℏλ(n1 − n2) (2.4.22)n1,n2

である . 式 (2.4.22)は, Feshbach と Tikochinskyによって得られた固有値 (2.3.16) 
(±)とは完全に異なる . 実際に , Reȟ 
n1,n2 = ℏω−(n1 + n2 + 1)により与えられる H0の 

(±)固有値には下限があり , 系の安定性が保障される . さらに , Reȟ 
n1,n2 は真空状態エ

ネルギー ℏω−を持つ . このように , 虚数スケーリング変換とユニタリー変換の組合

わせは , 式 (2.2.18)で与えられたハミルトニアン演算子 H の固有値問題を解く変

換であり , Feshbach-Tikochinskyの量子化法において生じる不安定性の問題を解決
する. { }
いま, Schrödinger方程式 (2.3.17)を用いて, t = 0における基底 |n1, n2⟩⟩ の代 { }
わりに , t = 0における基底 |n1, n2)) で状態ベクトル |ψ(t)⟩を展開する . その時 ,

式 (2.4.21)を用いることで, Schrödinger方程式の特殊解 

ψ(±) h(±)| ˇ (t)⟩ := exp 
[
−iˇ t/ℏ

] 
|n1, n2))t=0 (2.4.23)n1,n2 n1,n2 

(±)を得る . これより明らかに |ψ̌ 
n1,n2 (0)⟩ = |n1, n2))t=0である . 式 (2.4.23)は,時刻 tに ∑∞ (±)おけるハミルトニアン固有状態を定める . 一般解は |ψ̌(±)(t)⟩ = n1,n2 

čn1,n2 |ψ̌ 
n1,n2 (t)⟩ 

(+)によって与えられる . ここで , čn1,n2 は複素定数である . 特殊解 |ψ̌ 
n1,n2 (t)⟩ と 

| ˇ(−)
ψn1,n2 (t)⟩はどちらとも , n1 と n2の可能な値に依存して ,崩壊状態もしくは成長状

態を表すことがわかる . 仮に |ψ̌(+) 
(t)⟩が崩壊状態の状態ベクトルなら , |ψ̌(−) 

(t)⟩n1,n2 n1,n2 

(+)は成長状態の状態ベクトルである . 一方 ,仮に |ψ̌ 
n1,n2 (t)⟩が成長状態の状態ベクトル 

(−) (±)なら , |ψ̌ 
n1,n2 (t)⟩は崩壊状態の状態ベクトルである . ただし , n1 = n2の時に Imȟ 

n1,n2 

(±)は消えため , n1 = n2の状態ベクトル |ψ̌ 
n1,n2 (t)⟩は γを含んでおらず ,安定状態を表

すことは注目すべき点である . 従って , Feshbach-Tikochinskyの量子化法とは異な
り, 虚数スケーリング量子化法では , 崩壊状態と成長状態に加えて , 安定状態が現わ

れることがわかる . ここで , 双対 Schrödinger 方程式 d⟨ψ(t)|/dt = (−iℏ)−1⟨ψ(t)|H
を用いる . 時刻 t = 0における双対基底 ((n1, n2| で ⟨ψ(t)|を展開し , 式 (2.4.17b)

から得られる固有値方程式 ((n1, n2|Ȟ (± [ )
{
= ȟ(±) 

}
(( ] n1, n2|を用いることで, 特殊解n1,n2 

⟨ψ̌(±) (t)| := exp iȟ(±) t/ℏ ((n1, n2| t=0 (2.4.24)n1,n2 n1,n2 
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( )§(±) (±)を得る . また , 式 (2.4.12)によって成り立つ条件 ȟ 
n1,n2 = ȟ 

n1,n2を用いることで , 
| ˇ(±) (±)
ψn1,n2 (t)⟩ と ⟨ψ̌ 

n1,n2 (t)|は §共役によって互いに関係していることがわかる . 式 
(±) (±) (±)

(2.4.19)は ⟨ψ̌ 
m1,m2 (t)|ψ̌ 

n1,n2 (t)⟩ = δm1n1 δm2n2を導く . そしてこれは , |ψ̌ 
n1,n2 (t)⟩の

２乗ノルムは時間経過で変わらないことを表している . 同様の結果は第 2.3節にお

いても見出された.

演算子で表した式 (2.2.4)と, 式 (2.2.16), 式 (2.4.9), 式 (2.4.13)を用いることで , 
χ = iπ/4に対して √ ( )ℏ −λt §x̂(t) = e ǎ1(0)e

iω−t + iǎ2(0)e−iω−t , (2.4.25a)
2mω− √ ( )ℏ λt §ŷ(t) = e ǎ1(0)e

−iω−t − iǎ2(0)eiω−t (2.4.25b)
2mω−

を得ることができ, χ = −iπ/4に対して √ ( )ℏ −λt §x̂(t) = e ǎ1(0)e
−iω−t + iǎ2(0)eiω−t , (2.4.26a)

2mω− √ ( )ℏ λt §ŷ(t) = e ǎ1(0)e
iω−t − iǎ2(0)e−iω−t (2.4.26b)

2mω−

を得ることができる . 式 (2.4.25a) と式 (2.4.26a) は式 (2.2.2) を満たして , 式 

(2.4.25b) と式 (2.4.26b) は式 (2.2.3)を満たす . この方法において , 虚数スケー

リング量子化法においても , 演算子で表した式 (2.2.2) と式 (2.2.3)が成り立つこと

がわかる . ここで , χ = iπ/4 と χ = −iπ/4どちらの場合においても , x̂§ = ŷ と 

ŷ§ = x̂である . これらの関係と式 (2.4.12)によって与えられる関係 γ§ = −γを用
いると , §共役は変換 (x̂, ˆ y, ˆy, γ) → ( ˆ x, −γ)に対応して , この変換はラグランジアン 

(2.2.1)を不変にすることがわかる . 一方で , Feshbach-Tikochinskyの量子化法にお
いて , ‡共役は変換 (x̂, ˆ px py/mω−, −γ)に対応していることが y, γ) → (±iˆ /mω−,  iˆ
わかる . ここで , px と pyはそれぞれ x と yに対する正準共役運動量として定義さ

れる . この結果から , §共役とは異なり , ‡共役はラグランジアンのレベルにおいて ,

古典的な対応物を持たないことがわかる. 

2.5 まとめと今後の課題

この章では , Bateman模型に対する２つの量子化法を論じた . １つは SU (1, 1) Lie
代数を用いることなく , Feshbach-Tikochinskyの量子化法で導かれる結果を簡潔に
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再現する方法である . そしてもう１つはもともと , Pais-Uhlenbeck模型に対して
提案された虚数スケーリング量子化法である . 前者は Bateman模型に対して擬 

Bogoliubov変換を適用することにより展開され , 後者は Bateman模型に対して虚

数スケーリング変換とユニタリー変換の組合わせを適用することで展開された .

従ってこれらの２つの量子化法は , âi と âi 
†の異なる変換に基づき , 同等の立場で

理解される.

本研究では , 実際に , Bateman模型のハミルトニアン演算子 Hに対する固有値問

題を解いた . 擬 Bogoliubov変換を用いて , 簡潔に Feshbachと Tikochinskyによっ 
(±)て以前に見出されたハミルトニアン演算子の固有値 hn1,n2 [6]を得た . さらに , 虚数

スケーリング量子化法 [28, 29]を用いることにより , 他のハミルトニアン演算子の 
(±) (±)固有値 ȟ 
n1,n2を導出した . ハミルトニアン演算子の固有値 hn1,n2の実部は n1 − n2 

(±)に比例していて , 虚部は n1 + n2 + 1に比例している . これに対して , ȟ 
n1,n2の実部

は n1 + n2 + 1に比例していて , 虚部は n1 − n2に比例している . 以上のことから , 
(±) (±) (±)

Reȟ 
n1,n2には下限があることがわかり , これより固有値 ȟ 

n1,n2は固有値 hn1,n2より 
(±)も力学的な観点から望ましいことがわかる . （対照的に , TFDの観点からは , hn1,n2 

(±)が望ましい .）ハミルトニアン演算子の固有値 ȟ 
n1,n2 と共に , 式 (2.4.23)のような 

Schrödinger 方程式の特殊解を得た . 特に , n1 = n2の場合の特殊解は安定状態を表

していることを示した . このような安定状態は , Feshbach-Tikochinskyの量子化法
には現われず , 虚数スケーリング量子化法においてのみ現われる . また , 安定状態

は古典力学において理解されない . なぜなら , 関係式 4mk > γ2が成立しているな
らば , 式 (2.2.2)の全ての解は減衰振動を表しており , 式 (2.2.3)の全ての解は増幅

振動を表すからである . このような安定状態の存在は , 量子論に特有なものである

と考えられる.

本研究では , １つの演算子 H に対して定められる２つのユニタリー非同値な基 { } { } { }(±)底 |n1, n2⟩⟩ と |n1, n2)) に対応する２つの異なる固有値の集まり hn1,n2 と { }(±)
ȟ 
n1,n2 を得ることができた . この事実から , H のような力学変数の可能な値を

導出する場合には , 量子力学はある意味の柔軟性を持つことがわかる . すなわち ,

力学変数の可能な値は , 基底の選択に依存して得られる . この柔軟性は , 力学変数

のみから構成される古典力学とは異なり , 量子力学は２つの基本的なもの , すなわ

ち力学変数（演算子として扱われる）と状態ベクトルから構成されることに起因

する.

物理的な視点から , 本研究で提案した定式化と結果が適用できるような散逸系を

実際に見つけ出すことは今後の課題である . さらに , 相互作用を含む系や多体系に
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Bateman模型を拡張することは, 場の理論の視点からも大変興味深い.

既に述べた様に , Bateman模型は , 減衰調和振動子と増幅調和振動子の両方を同

等に扱うため , 減衰調和振動子のみに対する模型とは言えない . 解析力学の枠組み

において , 減衰調和振動子のみを矛盾無く扱うために , Caldirola-Kanaiラグランジ

アン 6とは異なり , 時間にあらわに依存しない新たなラグランジアンを見出す必要

がある. この問題は次章で論じる. 

2.6 補遺 

2.6.1 固有関数の考察

ここでは , この章で論じた２つの量子化法において , 得られる固有関数は２乗可

積分関数であることを示す. 初めに, 同時固有値方程式 

⟨x1, x2|x̂i = xi⟨x1, x2| (i = 1, 2) (2.6.1)

を考える .（式 (2.2.15)からわかるように , x̂1と x̂2は交換するため , x̂1と x̂2の同時

固有状態が存在する . ）同時固有ベクトル ⟨x1, x2|は固有値 xi (∈ R)によって定め
られる. 式 (2.2.15)と式 (2.6.1)から, 

∂ ⟨x1, x2| p̂i = −iℏ ⟨x1, x2| (i = 1, 2) (2.6.2)
∂xi

が成り立つことがわかる. 式 (2.2.16), 式 (2.6.1), 式 (2.6.2)を用いることで (√ √ )
mω ℏ ∂ ⟨x1, x2| âi = xi + ⟨x1, x2| , (2.6.3a)
2ℏ 2mω ∂xi (√ √ )

† mω ℏ ∂ ⟨x1, x2| â = xi − ⟨x1, x2| (2.6.3b)i 2ℏ 2mω ∂xi 
6Caldirola-Kanai ラグランジアンは ( )

m k(γ/m)t 2 − 2LCK = e ẋ x 
2 2

のように与えられる [11]. このラグランジアンは , 実際に式 (2.2.2)を与え , 減衰調和振動子のみを
記述する . しかしながら , LCKに基づく正準量子化は幾つかの問題点が指摘されている [4,5]. この 
LCKそのものではなくて , LCKに対応するハミルトニアンは実際には Caldirola と Kanaiによって

独立に考えられた [1, 2, 11]. 倍化されたラグランジアン 2LCK は Batemanラグランジアン (2.2.1)
に y = e(γ/m)txを代入することにより , Batemanによって早くから見出された [3]. このような理
由で , LCK は時々 Bateman-Caldirola-Kanaiラグランジアンと呼ばれる . ラグランジアン LCK は,

参考文献 [32]において扱われたスタンダードラグランジアンの特別な場合として理解される. 
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を示すことができる .（消滅・生成演算子を用いて固有関数を求めることに関して

は文献 [33]を参照せよ.） ( )
いま , B と Kをそれぞれ , âi, â† 

i 系に対するブラ空間とケット空間とする . ま ( )
た, B̄ と K̄をそれぞれ , ā i, ā i 

‡ 系に対するブラ空間とケット空間とする . ブラ空

間 Bは Kの双対空間であり , ブラ空間 B̄は K̄の双対空間である . 適切な内積は B
の要素と Kの要素の間もしくは , B̄の要素と K̄の要素の間で定義される . ブラ空

間 B (B̄) の要素とケット空間 K̄ (K)の要素の間の内積は , 特別な意味を持つ可能

性もあるが, 通常は意味を持たない.

ケット空間 Kの任意の要素 |ψ⟩は |ψ⟩⟩ = eϑX |ψ⟩により K̄の要素 |ψ⟩⟩と関係し
ている . この関係は可逆であるため , K と K̄ は同型であることがわかる . 同様に ,

ブラ空間 Bの任意の要素 ⟨ϕ|は ⟨⟨ϕ| = ⟨ϕ|e−ϑX により B̄の要素 ⟨⟨ϕ|と関係してい
る. この関係もまた可逆であるため , Bと B̄は同型である . いま , ⟨⟨ϕ|と |ψ⟩⟩の間
の関係式 

⟨⟨ϕ|ψ⟩⟩ = ⟨ϕ|ψ⟩ , (2.6.4a) 

|ψ⟩⟩⟨⟨ϕ| = e ϑX |ψ⟩⟨ϕ |e −ϑX (2.6.4b)

が成り立つ . 式 (2.6.4a)から, 適切な内積は系の選び方には依存しないことがわか

る. また, 式 (2.6.4b)は式 (2.3.1)に対応した式であることがわかる.

演算子 x̂i, p̂i, âi, â† 
iはいずれも B と Kの上で定義される . 従って , Fock基底ベク

トル (2.2.21)は Kの要素であり , 固有ベクトル ⟨x1, x2| (xi ∈ R)は Bの要素である
ことは明らかである. 式 (2.2.20), 式 (2.2.21), 式 (2.6.3)を用いることにより, 内積 

⟨x1, x2|n1, n2⟩ ( )1/21 mω 
= √ 

2(n1+n2) πℏn1! n2! (√ ) (√ ) [ ( )]mω mω mω × Hn1 x1 Hn2 x2 exp − x 21 + x 22 (2.6.5)
ℏ ℏ 2ℏ

を得る . ここで , Hnは n次の Hermite多項式を表している . 式 (2.6.4a) と式 (2.6.5)

を組合わせることで 

φ̄ n1,n2 (x1, x2) 

1 (mω )1/2 
= √ 

2(n1+n2) πℏn1! n2! (√ 
mω 

) (√ 
mω 

) [ mω ( )]
× Hn1 x1 Hn2 x2 exp − x1

2 + x 22 (2.6.6)
ℏ ℏ 2ℏ 
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が得られる. ただし, φ̄ n1,n2 (x1, x2)は式 (2.3.12a)を用いて 

φ̄ n1,n2 (x1, x2) := ⟨⟨x1, x2|n1, n2⟩⟩ (2.6.7)

のように定義される . ここで , ⟨⟨x1, x2| := ⟨x1, x2|e−ϑXである . 固有ベクトル ⟨⟨x1, x2|
は B̄の要素であり , |n1, n2⟩⟩は K̄の要素であるため , ⟨⟨x1, x2|n1, n2⟩⟩は適切な内積
であることがわかる . 従って , ２乗可積分関数 φ̄ n1,n2 (x1, x2) は |n1, n2⟩⟩に対応する
固有関数であることが示される.

式 (2.3.1)と式 (2.6.3)から (√ √ )
mω ℏ ∂ ⟨⟨x1, x2| ā i = xi + ⟨⟨x1, x2| , (2.6.8a)
2ℏ 2mω ∂xi (√ √ )

‡ mω ℏ ∂ ⟨⟨x1, x2| ā = xi − ⟨⟨x1, x2| (2.6.8b)i 2ℏ 2mω ∂xi

を得る . 実際に , 式 (2.3.10), 式 (2.3.11a), 式 (2.6.8)を用いることにより , 式 (2.6.6)

を直接導くことができる.

状態ベクトル |n1, n2))に対応する２乗可積分の固有関数は式 (2.6.6)と同じ式と

して得られる. 実際に, 固有関数は 

φ̌n1,n2 (x1, x2) 

= 
( )1/21 mω √ 

2(n1+n2) πℏn1! n2! (√ ) (√ ) [ )]mω mω mω ( 2 2× Hn1 x1 Hn2 x2 exp − x1 + x2ℏ ℏ 2ℏ 
(2.6.9)

のように得られる. ただし, φ̌n1,n2 (x1, x2)は式 (2.4.18a)を用いて 

φ̌n1,n2 (x1, x2) := ((x1, x2|n1, n2)) (2.6.10)

のように定義される. −φY −χZここで, ((x1, x2| := ⟨x1, x2|e e である. 
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第3章 修正されたBateman模型に

基づく減衰調和振動子の正準

量子化

この章では , 修正された Batemanラグランジアンに基づき , 減衰調和振動子の量

子化に対する新たな手法を提案する . これにより , 減衰調和振動子の量子力学的な

振る舞いを明らかにする . 本研究では , 修正された Batemanラグランジアンから

定まり , 系の全エネルギーに対応するハミルトニアン演算子に加えて , 減衰調和振

動子に対するエネルギー演算子を定義する . 減衰調和振動子のエネルギー固有値

は等しい間隔を保ちながら時間経過と共に指数関数的に減少し , Schrödinger方程
式に従って , エネルギー固有状態間の遷移が起こることを示す . その際に , 遷移確

率の時間変化を区別するために, 新たな臨界定数が現れることを指摘する. 

3.1 導入

量子論における単純な調和振動子は , そのエネルギー固有値が等しい間隔で量子

化されるものとして理解されている . このとき , 量子論における減衰調和振動子は

どのように理解されるのかを問うのは自然なことである . この章の主な目的はこれ

に答えることであり , そのために , 初めに減衰調和振動子の解析力学を再考察する .

減衰調和振動子の解析力学とその量子化への適用は , 非常に多くの人々によって ,

以前から繰り返し研究されてきた [1–7, 9–19, 22–24, 32, 34–37]. 最も議論されてい
る減衰調和振動子のラグランジアンの一つは Batemanラグランジアン (2.2.1)であ

る. 第 2章で述べたように , Batemanラグランジアンは , 実際に減衰調和振動子の

運動方程式 mẍ+ γẋ+ kx = 0を与え, 時間にあらわに依存しないという望ましい

性質を持っている . しかしながら , Batemanラグランジアンは増幅調和振動子の運

動方程式 mÿ  − γẏ + ky = 0も同時に与える . 従って, Batemanラグランジアンは

減衰調和振動子そのものではなくて , 互いに結合していない減衰調和振動子と増幅
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調和振動子から構成される倍化された系を記述する . この系の量子化は最近まで多

様な興味深い観点から研究されている [6,7,12–19,22–24]. しかしながら , 式 (2.2.4)
√

で示した通り , 量子化の手順において , (x ± y)/ 2が基本的な変数に選ばれる . こ

のため , 第 2章で論じた量子化は減衰調和振動子そのものを量子化しているのか疑

問である.

本研究では , 量子力学における減衰調和振動子を正しく理解するために , 減衰調

和振動子の量子化に対する新たな手法を提案する . この目標に向けて , 本研究で

は, 減衰調和振動子のみを記述する修正された Batemanラグランジアンを提案す

る [8]. この章ではまず , 修正された Batemanラグランジアンに基づく解析力学を

考察して , その後 , 考察した解析力学を用いることにより , 減衰調和振動子の正準

量子化を行う . 過去の研究の手法とは異なり , 本研究では修正された Batemanラグ

ランジアンから定まり , 系の全エネルギーに対応する (保存する )ハミルトニアン演

算子に加えて , 減衰調和振動子に対する (保存しない )エネルギー演算子を考える .

後に示すように , 減衰調和振動子の古典的なエネルギーと同じく , 減衰調和振動子

のエネルギー固有値は実数であり , 時間経過と共に指数関数的に減少する . また ,

エネルギー固有値の減少と共に , Schrödinger方程式に従ってエネルギー固有状態
間の遷移が起こることも示す . その際に , 新たな臨界定数を基準として , 時間発展

に伴う遷移確率の振る舞いは３つの場合で異なることを指摘する . さらに , 固有関

数の振る舞いを反映して, 確率密度の分散は時間経過と共に減少することも示す.

この章は以下のように構成される . 第 3.2節では , 第 2章で扱った Batemanラグ

ランジアンを参考にして , 修正された Batemanラグランジアンを構成する . 第 3.3

節では , 修正された Batemanラグランジアンに基づき , Diracの手法に従い正準形
式を構成する . 第 3.4節では , 構成した正準形式を基に , 減衰調和振動子の量子化

を行う. 第 3.5節では , 前節で考察した内容を Schrödinger描像で考える . 第 3.6節

では , Schrödinger方程式を解き , エネルギー固有状態間の遷移確率の時間変化を論

じる . 第 3.7節では , 本章のまとめを行い , 今後の課題を述べる . 第 3.8節では , 本

研究で必要となる式の導出を行う . また , 補足として , 第 3.8.8項では , 減衰のない

場合の遷移確率の時間変化を論じ , 第 3.8.9項では , 断熱近似をした場合の波動関

数について論じる. 
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3.2 修正された Bateman模型 

Batemanラグランジアンに含まれる x, y以外に変数 ρ, σ, νを導入し , 式 (2.2.1)

に新たな項を加えることで, 修正された Batemanラグランジアンを 
1 γ 

LMB = LB − (ρσ̇ − ρσ˙ ) − ρσ + ν(ρx − σy)
2 2m 
γ 1 γ 

= mẋ ẏ + (xẏ − xy˙ ) − kxy − (ρσ̇ − ρσ˙ ) − ρσ + ν(ρx − σy) (3.2.1)
2 2 2m

のように構成する [8]. ここで , x, y, ρ, σ, νは実数の力学変数である . また , m, γ, 
kは実定数である . 力学変数の上のドットは , 時刻 tに関する微分を表している . ラ

グランジアン (3.2.1)は, あらわに時間に依存しないことに注意する . 修正された 

Bateman模型は式 (3.2.1)で定義される模型である.

式 (3.2.1)から, y, x, σ, ρ, νに関する Euler-Lagrange方程式はそれぞれ 

ẋ 

mẍ+ γẋ+ kx + νσ = 0 , (3.2.2a) 

σ( 

mÿ  − γẏ + ky − νρ = 0 , (3.2.2b) 

2mρ̇ − γρ − 2mνy = 0 , (3.2.2c) 

2mσ̇ + γσ − 2mνx = 0 , (3.2.2d) 

ρx − σy = 0 (3.2.2e)

のように得られる.

力学変数 xと yは, 振動子の位置を表しているので , ほぼ全ての時刻 tで x(t) ̸= 
0と y(t) ̸= 0が成り立つと仮定する . このとき , 式 (3.2.2e)からわかるように , 
ρ(t) = 0の場合に σ(t) = 0となり , σ(t) = 0の場合に ρ(t) = 0となる . 従って, 
ρ(t) = σ(t) = 0の場合に , 式 (3.2.2c)と式 (3.2.2d)から ν(t) = 0となる . このため 

ρ(t) = σ(t) = ν(t) = 0の場合 , 力学変数 xと yは完全に独立となり , 系は Bateman

振動子系に帰着する . 以上のことを考慮して , 以下では , ρ(t) ̸= 0かつ σ(t) ̸= 0の

場合を考える.

いま, 式 (3.2.2e)を用いて, yを x, ρ, σで表すと 
ρ 

y = x (3.2.3)
σ

となる. 式 (3.2.2c), 式 (3.2.2d), 式 (3.2.3)を用いると, ( )1 ρ γ 1 ρ ρ γ 
ẏ = (ρ̇σ − ρσ̇) x + ẋ = ρσ x + ẋ = x + ẋ , (3.2.4)

σ2 m σ2 σ σ m ( ) ) ( )
γ d ρ d ρ ρ γ2 γ 

ÿ = x + = 
2 x + 2 ẋ+ ẍ (3.2.5) 

mdt σ dt σ σ m m 
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が得られる. 式 (3.2.3)∼(3.2.5)を式 (3.2.2b)に代入すると { }
1 

ρ (mẍ+ γẋ+ kx) − ν = 0 (3.2.6)
σ

となる. いま ρ ≠ 0であるため, 式 (3.2.6)から, 

1 
(mẍ+ γẋ+ kx) − ν = 0 (3.2.7)

σ

が得られる. 式 (3.2.7)の両辺に σを掛けることで 

mẍ+ γẋ+ kx − νσ = 0 (3.2.8)

となる. 式 (3.2.2a)と式 (3.2.8)を比べることで, 

mẍ+ γẋ+ kx = 0 , (3.2.9) 

νσ = 0 (3.2.10)

が得られる. いま σ ≠ 0であるため, 式 (3.2.10)は 

ν = 0 (3.2.11)

となる. 式 (3.2.11)を式 (3.2.2b)∼(3.2.2d)に代入すると, それぞれ 

mÿ  − γẏ + ky = 0 , (3.2.12a) 

2mρ̇ − γρ = 0 , (3.2.12b) 

2mσ̇ + γσ = 0 (3.2.12c)

が得られる . 式 (3.2.9)は減衰調和振動子に対する運動方程式であり ,式 (3.2.12a)は

増幅調和振動子に対する運動方程式である . 従って , ラグランジアン LMBは減衰調

和振動子と増幅調和振動子の運動方程式に加えて , 2mρ̇ − γρ = 0, 2mσ̇ + γσ = 0, 
ρx = σy, ν = 0を与えることがわかる. 1

式 (3.2.9),式 (3.2.12a) ∼(3.2.12c)の一般解はそれぞれ 

x(t) = x0e − γ
2m

t sin (ω−t + α1) , (3.2.13a) 

y(t) = y0e
γ
2m

t sin (ω−t + α2) , (3.2.13b) 
tρ(t) = ρ0e

γ
2m , (3.2.13c) 
− tσ(t) = σ0e 

γ
2m (3.2.13d) 

1仮に xを独立変数とすると, yは y = (ρ/σ)xで定まる従属変数となる. 
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である . ここで , x0と y0は正の実定数であり , 振動子の振幅を表し , α1と α2は実

定数であり , 振動子の初期位相を表す . また , ρ0と σ0は 0ではない実定数である .

条件 ρx = σyに式 (3.2.13a)∼(3.2.13d)を代入することで , xと yの初期位相は 2nπ 
(n ∈ Z)を法として等しいことが示される . 従って, この系において１つの振動項 

sin (ω−t + α1)のみが存在することがわかる.

実際に式 (3.2.2e)に式 (3.2.13a)∼(3.2.13d)を代入すると 

ρ0x0 sin (ω−t + α1) = σ0y0 sin (ω−t + α2) (3.2.14)

となる. 式 (3.2.14)を tで微分した後に, 両辺を ω−で割ると 

ρ0x0 cos (ω−t + α1) = σ0y0 cos (ω−t + α2) (3.2.15)

が得られる. 式 (3.2.14)を式 (3.2.15)で割ると 

tan (ω−t + α1) = tan (ω−t + α2) (3.2.16)

となる. 式 (3.2.16)から, 関係式 

α2 = α1 + lπ , l ∈ Z (3.2.17)

が成り立つことがわかる. 式 (3.2.17)を式 (3.2.14)に代入すると, 

ρ0x0 sin (ω−t + α1) = σ0y0(−1)l sin (ω−t + α1) (3.2.18)

となる. ここで, 関係式 

sin (ω−t + α1 + lπ) = (−1)l sin (ω−t + α1) (3.2.19)

を用いた.

いま , x0と y0が正の実数であることに加えて , 後に課す条件 ρ0σ0 = ρσ = N > 0
（式 (3.3.41)の下の文章を参照せよ .）から ,式 (3.2.18)の lは偶数のみ許される . 従っ

て, 式 (3.2.17)は 

α2 = α1 + 2nπ , n ∈ Z (3.2.20)

となる. 式 (3.2.20)を式 (3.2.13b)に代入すると, 

y(t) = y0e
γ
2m

t sin (ω−t + α1 + 2nπ) 

= y0e
γ
2m

t sin (ω−t + α1) (3.2.21)

となる.

式 (3.2.13a)と式 (3.2.21)から , xと yの初期位相は 2nπを法として等しいことが

わかる. 
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3.3 正準形式

いま, LMBに含まれる正準座標は (x, y, ρ, σ, ν)であり , それらに共役な正準運動

量は LMBから 

∂LMB γ 
px := = mẏ − y , (3.3.1a)

∂ẋ 2 
∂LMB γ 

py := = mẋ+ x , (3.3.1b)
∂ẏ 2 

∂LMB 1 
pρ := = σ , (3.3.1c)

∂ρ̇ 2 
∂LMB 1 

pσ := = − ρ , (3.3.1d)
∂σ̇ 2 
∂LMB 

pν := = 0 (3.3.1e)
∂ν̇

のように定義される . ラグランジアン LMBの Legendre変換として , 正準ハミルト

ニアンが 

HC := pxẋ+ pyẏ + pρρ̇+ pσσ̇ + pν ν̇ − LMB 

1 γ γ 
= pxpy + (ypy − xpx) + mω− 

2 xy + ρσ − ν (ρx − σy) (3.3.2) 
m 2m 2m √ √

のように得られる . ここで , ω− := ω2 − γ2/4m2 , ω := k/mである . いま , 正準

座標と正準運動量を用いて, Poisson括弧を ( ) ( )
∂A ∂B ∂A ∂B ∂A ∂B ∂A ∂B {A, B} := − + − 
∂x ∂px ∂px ∂x ∂y ∂py ∂py ∂y ( ) ( )

∂A ∂B ∂A ∂B ∂A ∂B ∂A ∂B 
+ − + − 

∂ρ ∂pρ ∂pρ ∂ρ ∂σ ∂pσ ∂pσ ∂σ ( )
∂A ∂B ∂A ∂B 

+ − (3.3.3)
∂ν ∂pν ∂pν ∂ν

のように定義する. 式 (3.3.3)から, 正準座標と正準運動量の間の Poisson括弧は 

{x, px} = 1 , {y, py} = 1 , {ρ, pρ} = 1 , {σ, pσ} = 1 , {ν, pν } = 1 (3.3.4)

となり, その他の Poisson括弧は 0となる.

修正された Batemanラグランジアン (3.2.1)で記述される系は式 (3.3.1c)∼(3.3.1e)

からわかるように拘束系となるため , 以下では Diracの手法 [38–40]に従い正準形
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式を構成する. 式 (3.3.1c)∼(3.3.1e)は

1 
ϕ1 := pρ − σ ≈ 0 , (3.3.5a)

2 
1 

ϕ2 := pσ + ρ ≈ 0 , (3.3.5b)
2 

ϕν := pν ≈ 0 (3.3.5c)

のような第一次拘束条件として扱われる . ここで , (≈)は弱い等号を表している .

今後 , ϕ1, ϕ2, ϕν を一次の拘束量と呼ぶ . 一次の拘束量の間の Poisson括弧は , 式 

(3.3.4)を用いることで 

{ϕ1, ϕ2} = −1 (3.3.6)

となる . このとき , その他の Poisson括弧は 0となる . また , 一次の拘束量と正準ハ

ミルトニアンの間の Poisson括弧は 

γ γ {ϕ1, HC} = − σ + νx, {ϕ2, HC} = − ρ − νy, {ϕν , HC} = xρ − yσ (3.3.7)
2m 2m

となる. いま, 正準ハミルトニアンと一次の拘束量を用いて, 全ハミルトニアンを 

H := HC + u1ϕ1 + u2ϕ2 + uν ϕν (3.3.8)

と定義する . ここで , u1, u2, uνはそれぞれの拘束条件に対する Lagrangeの未定係

数であり , 一般に時間 tに依存する . 次に , 式 (3.3.6)∼(3.3.8)を用いて , 一次の拘束

量に対する時間発展を求める . このとき , 一次の拘束量は時間発展で変化しないと

いう要請（整合性の条件）により , 弱い等号 (≈)を用いると , 一次の拘束量に対す

る時間発展は 

γ
ϕ̇1 = {ϕ1, H} ≈ − σ + νx − u2 ≈ 0 , (3.3.9a)

2m 
γ

ϕ̇2 = {ϕ2, H} ≈ − ρ − νy + u1 ≈ 0 , (3.3.9b)
2m 

ϕ̇ν = {ϕν , H} ≈ xρ − yσ ≈ 0 (3.3.9c)

となる. 式 (3.3.9b)と式 (3.3.9a)から, u1と u2が 

γ 
u1 = ρ + νy , (3.3.10a)

2m 
γ 

u2 = − σ + νx (3.3.10b)
2m 
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と定まる. 一方, 式 (3.3.9c)から, 新たな拘束条件（第二次拘束条件）が

χ := xρ − yσ ≈ 0 (3.3.11)

のように課される . 今後 , χを二次の拘束量と呼ぶ . 二次の拘束量と一次の拘束量

の間の Poisson括弧は 

{χ, ϕ1} = x, {χ, ϕ2} = −y, {χ, ϕν } = 0 (3.3.12)

のように得られる . また ,二次の拘束量と正準ハミルトニアンの間の Poisson括弧は 

1 γ {χ, HC} = (ρpy − σpx) − (xρ + yσ) (3.3.13) 
m 2m

となる. 式 (3.3.12)と式 (3.3.13)を用いると, 二次の拘束量に対する時間発展は 

1 
χ̇ = {χ, H} ≈ (ρpy − σpx) ≈ 0 (3.3.14) 

m

と求まる . 式 (3.3.14)から Lagrangeの未定係数 uν が定まらないので , 新たな拘束

条件が 

ψ := ρpy − σpx ≈ 0 (3.3.15)

のように課される.

いま, 式 (3.3.11)と式 (3.3.15)を行列で表すと ( ) ( )( ) ( )
χ x −y ρ 0 

= ≈ (3.3.16) 
ψ py −px σ 0

となる . いま , ρと σはいずれも 0ではないので , 式 (3.3.16)は逆行列を持たない .

従って, 

xpx − ypy ≈ 0 (3.3.17)

が成り立つ.

拘束量 ψと一次の拘束量の間の Poisson括弧は 

{ψ, ϕ1} = py , {ψ, ϕ2} = −px , {ψ, ϕν } = 0 (3.3.18)

のように得られる. また, 拘束量 ψと正準ハミルトニアンの間の Poisson括弧は 

γ {ψ, HC} = −mω2 (xρ − yσ) − (pyρ + pxσ) − 2νρσ 
2m 

γ ≈ − (pyρ + pxσ) − 2νρσ (3.3.19)
2m 
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となる . ここで , 式 (3.3.11)を用いた . 式 (3.3.18)と式 (3.3.19)を用いると , 拘束量 

ψに対する時間発展は 

ψ̇ = {ψ, H} ≈ −2νρσ ≈ 0 (3.3.20)

と求まる. 式 (3.3.20)から Lagrangeの未定係数 uνは定まらない. いま ρと σはい

ずれも 0ではないので, 式 (3.3.20)から新たな拘束条件が 

Ω1 := ν ≈ 0 (3.3.21)

のように課される. 拘束量 Ω1と一次の拘束量の間の Poisson括弧は 

{Ω1, ϕ1} = 0, {Ω1, ϕ2} = 0, {Ω1, ϕν } = 1 (3.3.22)

のように得られる. また, 拘束量 Ω1と正準ハミルトニアンの間の Poisson括弧は 

{Ω1, HC} = 0 (3.3.23)

となる. 式 (3.3.22)と式 (3.3.23)を用いると, 拘束量 Ω1に対する時間発展が 

Ω̇1 = {Ω1, H} ≈ uν ≈ 0 (3.3.24)

と求まり, Lagrangeの未定係数 uνが 

uν = 0 (3.3.25)

と定まる . 以上のことから , 全ての Lagrangeの未定係数が定まり , 新たな拘束条件

は現れない . Lagrangeの未定係数が全て定まったので , 拘束条件 (ϕ1 ≈ 0, ϕ2 ≈ 0, 
ϕν ≈ 0, χ ≈ 0, ψ ≈ 0, Ω1 ≈ 0)は第二類拘束条件であることがわかる . ついでなが

ら, 拘束量 (χ, ψ, Ω1)の間の Poisson括弧は次のように得られる. 

{χ, ψ} = −2ρσ, {χ, Ω1} = 0, {ψ, Ω1} = 0. (3.3.26)

また , 正準変数 (x, y, px, py, ρ, σ, pρ, pσ, ν, pν )と拘束量 (ϕ1, ϕ2, ϕν , χ, ψ, Ω1)の間の

35 



Poisson括弧を計算すると, 次のようになる. 

{x, ψ} = −σ , {y, ψ} = ρ , 

{px, χ} = −ρ , {py, χ} = σ , 

{ρ, ϕ1} = 1 , {σ, ϕ2} = 1 , 
1 1 {pρ, ϕ2} = − , {pσ, ϕ1} = ,
2 2 

{pρ, χ} = −x , {pσ, χ} = y , 

{pρ, ψ} = −py , {pσ, ψ} = px , 

{ν, ϕν } = 1 , {pν , Ω1} = −1 . (3.3.27)

このとき, その他の Poisson括弧は 0となる.

いま , 拘束量の間の Poisson括弧がより簡単になるように , 新しく拘束条件 χ̃と 

ψ̃を 

χ̃ := χ − yϕ1 − xϕ2 ≈ 0 , (3.3.28a) 

ψ̃ := ψ − pxϕ1 − pyϕ2 ≈ 0 (3.3.28b)

のように定義する . このとき , 新しい拘束条件の全体 (ϕ1, ϕ2, ϕν , χ̃, ψ̃, Ω1)≈ 0は元
の拘束条件の全体 (ϕ1, ϕ2, ϕν , χ, ψ, Ω1)≈ 0 と同等である . このため , 式 (3.3.28a)

と式 (3.3.28b)は, それぞれ χ ≈ 0と ψ ≈ 0に代わる拘束条件となる . 式 (3.3.6), 式 

(3.3.12), 式 (3.3.18), 式 (3.3.22), 式 (3.3.26), 式 (3.3.27)を用いると , 拘束量 (ϕ1, ϕ2, 
ϕν , Ω1)と (χ̃, ψ̃)の間の Poisson括弧はすべて 0になることがわかる . また , χ̃と ψ̃

の間の Poisson括弧は { }
χ,˜ ψ̃ = −2ρσ (3.3.29)

となる . ここで , 式 (3.3.17)を用いた . こうして , χ̃と ψ̃ を用いて , 拘束量間の 

Poisson括弧を簡単にすることができた . ついでながら , 正準変数 (x, y, px, py, ρ, 
σ, pρ, pσ, ν, pν )と拘束量 (χ̃, ψ̃)との間の Poisson括弧を計算すると , 次のように
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なる. 

{px, χ̃} = −ρ , {py, χ̃} = σ , 

{ρ, χ̃} = −y , 
1 

{σ, χ̃} = −x , 
1 {pρ, χ̃} = − 

ψ̃
}
}
} 

x , {pσ, χ̃} = y , }
}
} 

2 2 
= −σ , ψ̃ = ρ , x, y, {

{
{ 

{
{
{ 

= −px , = −py ,ρ, ψ̃ σ, ψ̃ 

1 1 
= −ψ̃ ψ̃ (3.3.30)pρ, py , pσ, = px . 

2 2 

このとき, その他の Poisson括弧は 0となる.

以下では , Dirac括弧を定義することで , 第二類拘束条件を処理する . 初めに , 式 

(3.3.6), 式 (3.3.22), 式 (3.3.29)から, 拘束量の間の Poisson括弧を行列で表すと 

˜χ̃ ψϕ1 ϕ2 ϕν Ω1⎛ ⎞ ⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 

ϕ1 0 −1 0 0 0 0 

ϕ2 1 0 0 0 0 0 

ϕν 0 0 0 0 0 −1 
A = (3.3.31) 

χ̃ 0 0 0 0 −2ρσ 0 

ψ̃ 0 0 0 2ρσ 0 0 

Ω1 0 0 1 0 0 0

となる. 式 (3.3.31)には逆行列 A−1が存在し 

˜χ̃ ψ Ω1ϕ1 ϕ2 ϕν⎛ ⎞ ⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 

ϕ1 0 1 0 0 0 0 

ϕ2 −1 0 0 0 0 0 

ϕν 0 0 0 0 0 1 
A−1 = 

1 

ψ 

(3.3.32) 
χ̃ 0 0 0 0 0

2ρσ 

˜ − 10 0 0 0 0
2ρσ 

Ω1 0 0 −1 0 0 0 
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である. 従って, Dirac括弧は

{F , G} = {F , G} − {F , ϕ1} {ϕ2, G} + {F , ϕ2} {ϕ1, G} D 

− {F , ϕν } {Ω1, G} + {F , Ω1} {ϕν , G} { } { }1 1˜ ˜− {F , χ̃} ψ, G + F , ψ {χ,˜ G} (3.3.33)
2ρσ 2ρσ

と定義される . ただし , Fと Gは正準座標および正準運動量を引数に持つ任意の関
数である . 実際に , 式 (3.3.33), 式 (3.3.27), 式 (3.3.30)を用いて , 正準変数 (x, y, px, 
py, ρ, σ, pρ, pσ, ν, pν )の間の Dirac括弧を求めると, 次のようになる. 

1 σ y{x, px} = , {x, py} = , {x, ρ} = − ,D D D2 2ρ 2ρ 
x x y{x, σ} = − , {x, pρ} = − , {x, pσ} = ,D D D2ρ 4ρ 4ρ 

ρ 1 y{y, px} = , {y, py} = , {y, ρ} = ,D D D2σ 2 2σ 
x x y{y, σ} = , {y, pρ} = , {y, pσ} = − ,D D D2σ 4σ 4σ 
px py py{px, ρ} = , {px, σ} = , {px, pρ} = ,D D D2σ 2σ 4σ 
px px py{px, pσ} = − , {py, ρ} = − , {py, σ} = − ,D D D4σ 2ρ 2ρ 
py px{py, pρ} = − , {py, pσ} = , {ρ, σ} = 1 ,D D D4ρ 4ρ 

1 1 1 {ρ, pρ} = , {σ, pσ} = , {pρ, pσ} = . (3.3.34)D D D2 2 4

ここで , その他の Dirac括弧は 0である . 任意の関数 F と第二類拘束条件との間の 

Dirac括弧は恒等的に 0となるため , Dirac括弧のもとで第二類拘束条件は全て強
い等号 (=)で 0になる . 従って, 式 (3.3.5), 式 (3.3.11), 式 (3.3.15), 式 (3.3.21), 式 

(3.3.28)から 

xρ − yσ = 0 , ρpy − σpx = 0 , ν = 0 , 
1 1 

pρ − σ = 0 , pσ + ρ = 0 , pν = 0 (3.3.35)
2 2

が成り立つ . 拘束系に対する Diracの手法に従うことにより , １０個の正準変数 

(x, y, px, py, ρ, σ, pρ, pσ, ν, pν )に対して６個の拘束条件が得られた . 実際に , 式 

(3.3.35)から , 独立な正準変数は４個であることがわかる . 幾つかの選択肢の中か

ら, 減衰調和振動子を記述するために , 独立変数として (x, px, ρ, σ)を選ぶ . このと
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き, 従属変数 (y, py, pρ, pσ)は 

ρ σ 1 1 
y = x , py = px , pρ = σ , pσ = − ρ (3.3.36)

σ ρ 2 2

と書ける. 式 (3.3.35)と式 (3.3.36)を用いると, Dirac括弧 (3.3.34)は 

1 x x {x, px} = , {x, ρ} = − , {x, σ} = − ,D D D2 2σ 2ρ 
px px{px, ρ} = , {px, σ} = , {ρ, σ} = 1 (3.3.37)D D D2σ 2ρ

となり, 全ハミルトニアン (3.3.8)は 

1 σ ρ γ 
H = p 2 

x + mω− 
2 x 2 + ρσ (3.3.38) 

m ρ σ 2m

と求まる.

次に, 新たな正準変数 

√ √ 1 ρ 
X := 2x , P := 2px , θ := ln , N := ρσ (3.3.39)

2 σ

を定義して, 変数変換を行う. このとき, Dirac括弧 (3.3.37)は 

{X, P }D = 1 , {X, N}D = −X , {P, N}D = P , {θ, N}D = 1 (3.3.40)

となり, その他の Dirac括弧は 0となる. また, 全ハミルトニアン (3.3.38)は 

1 1 γ−2θP 2 2θX2H = e + mω− 
2 e + N (3.3.41)

2m 2 2m

と書き換えられる . 2 いま , 全ハミルトニアン H が正定値となるように , N(= ρσ)
が正の実数であると仮定する . このとき , θは実数となる . また , 初期条件 θ0 = 
0 (θ0 := θ(0))を課す . この条件は , γ = 0のときに H が通常の単純な調和振動子

のハミルトニアン H0 := (1/2m)P 2 + (mω2/2)X2に帰着するために要請される . 
Caldirola-Kanaiハミルトニアン [1, 2, 11]とは異なり , Hはあらわに時間に依存し
ない. このため, Hは保存量であることがわかる.

式 (3.3.40)と式 (3.3.41)を用いると , Hamiltonの正準方程式が次のように得られ 

( )
2式 (3.3.41)の逆 Legendre変換によって , 力学変数 X, θ, X,˙ θ̇ で表されるラグランジアンが

導かれる. 
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る. 3 

( )1 γ 
Ẋ = {X, H}D = e −2θP − X , (3.3.42a) 

m 2 
γ

Ṗ = {P, H} = −mω− 
2 e 2θX + P , (3.3.42b)D 2m 

γ 
θ̇ = {θ, H} = , (3.3.42c)D 2m 
Ṅ = {N, H} = 0 . (3.3.42d)D

式 (3.3.42c)と式 (3.3.42d)から, θと N が 

γ 
θ = t , (3.3.43a)

2m 
N = N0 (3.3.43b)

のように求まる. ここで, 条件 θ0 = 0を用いた. また, N0は正の実定数である. 
˙いま, 式 (3.3.42)を用いて, Hを (X, X, θ, N)で表すと ( )

m mω2 γ γ2θ Ẋ 2 X2 2θX ˙H = e + + e X + N (3.3.44)
2 2 2 2m

となる . このとき , 式 (3.3.44)を H = E + Qのように , 調和振動子の力学的エネル

ギー Eとその他の部分 Qに分ける. 

m mω2 
E := Ẋ 2 + X2 , (3.3.45a)

2 2 ( )(m mω2 ) 
γ γ2θ − 1 Ẋ 2 X2 2θX ˙Q := e + + e X + N . (3.3.45b)

2 2 2 2m 
√

一方で , xに対する減衰調和振動子の運動方程式 (3.2.9)を X = 2xを用いて書い

た mX ¨ + γẊ + kX = 0の両辺に Ẋ を掛けて , tで積分すると , エネルギー積分は

次のように求まる. ∫ 
m mω2 
Ẋ 2 X2 ˙+ + γ X2dt = constant . (3.3.46)

2 2

式 (3.3.46)の左辺に注目すると , 第 1項と第 2項の和は減衰調和振動子の力学的エ

ネルギー Eであり , 第 3項は減衰振動によって生じる熱エネルギーを表すことが

わかる . 一般解 X = X0e
− γ t sin (ω−t + α1), θ = 

2 
γ
m t, N = N0を式 (3.3.45b)と2m ∫ ∫ 

γ Ẋ 2dtに代入することで , Q(= H − E) = γ Ẋ 2dt が成り立つことが確かめら 
3実際に , 式 (3.3.42)から , X で書かれた減衰調和振動子の運動方程式 mX ¨ + γẊ + kX = 0が

導かれる. また, dH/dt = 0であることが確かめられる. 
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れる . 4 このように , Qは系において生じる熱エネルギーとして理解される . 以上の

ことから, 全ハミルトニアン Hは減衰調和振動子の力学的エネルギー Eと発生す

る熱エネルギー Qの２つに分解できて , 系の全エネルギー (保存量 )を表すことが

わかる.

減衰調和振動子の力学的エネルギーについての考察

式 (3.3.45a)に一般解 X = X0e
− γ

2m
t sin (ω−t + α1)を代入すると 

m mω2 
Ẋ 2 X2E(t) = + 

2 2 
X2 { }

0 − γ t 
m= e 4m 2ω2 − γ2 cos 2(ω−t + α1) − 2mγω− sin 2(ω−t + α1)

8m 
(3.3.47)

となる . 図 (1a), 図 (1b), 図 (1c)はそれぞれ , 固定された値 m = 10, ω = 1, γ = 5, 
X0 = 1, α1 = 0に対する E(t), V (t), X(t)のグラフを表している . ここで, V (t)は 

V (t) := Ẋ(t)と定義され , 速度を表している . 減衰調和振動子の力学的エネルギー

は, 主に運動エネルギー mẊ 2/2に起因して減少することがわかる . このことは , エ

ネルギーの散逸は速度と密接に関係していることを意味している . 速度が小さい

時には , エネルギーの散逸は小さくなり , 特に速度が 0の時にはエネルギーの散逸

は全く起こらないことがわかる [36]. 実際に , 式 (3.3.47)の両辺を tで微分するこ

とで 

dE(t) 
dt 

( )2 
˙= −γ X (3.3.48)

が成り立つことを確認できる.

減衰調和振動子の力学的エネルギー (3.3.45a)は式 (3.3.42a)を用いることにより ( )21 γ 1 
E = e −2θP − X + mω2X2 (3.3.49)

2m 2 2 
4実際に, 一般解を代入して, 計算を行うと次のようになる. 

X2 { }
0 − γ t m 2ω2Q = e −4m + γ2 cos 2(ω−t + α1) + 2mγω− sin 2(ω−t + α1)

8m 
X2 ( ) γ0+ 4m 2ω2 − γ2 + N0 ,
8m 2m∫ 

X2 { }
0 − γ tγẊ 2dt = e m −4m 2ω2 + γ2 cos 2(ω−t + α1) + 2mγω− sin 2(ω−t + α1) + C . 

8m

ここで, C は積分定数である . 積分定数 C を適切に選ぶことにより , 両者が一致することが確かめ
られる. また, Qは γ = 0のときに Q = 0となることがわかる. 
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のような正準変数で表される . 式 (3.3.40), 式 (3.3.41), 式 (3.3.49), 式 (3.3.42a)と

関係式 { } { }−2θ −4θN, e 
D = 2e−2θ N, e 

D = 4e−4θ (3.3.50)

を用いることで, ( )2
1 γ 

Ė = {E, H} = −γ e −2θP − XD 2m ( )2m

˙= −γ X (3.3.51)

が得られる. 式 (3.3.51)は式 (3.3.48)と一致することが確かめられる.

式 (3.3.49)は γ = 0のときに , 調和振動子のハミルトニアン H0と一致する . こ

のため, γ = 0のときに H = E = H0が成り立つことがわかる. 
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図 3.1: 図 (1a), 図 (1b), 図 (1c)はぞれぞれ , 固定された値 m = 10, ω = 1, γ = 5, 
X0 = 1, α1 = 0に対する E(t), V (t), X(t)のグラフを表している. 
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3.4 正準量子化 

)
γ 

X̂ 
m (
γ

ニアン演算子 Ĥとエネルギー演算子 Êが次のように定まる. 

1 1 γ−2ˆ 2ˆ 
= e θP̂ 2 + mω− 

2 e θX̂ 2 + N̂ , (3.4.2) ( )21 γ 1−2θ̂  ˆ 
2m 2 2 

ˆˆ ˆ ˆ次に 正準変数 を対応する 演算子 にそれぞれ置 X P θ N Hermite X P θ N, , , , , , , 
ˆ ˆ ℏき換えて 括弧 を に従う交換関係に置くことに { }Dirac (3.3.40) [A,B ] i A,B 1l =, D

より 減衰調和振動子の正準量子化を行う ここで は恒等演算子を表す このと 1l , . , .

き 交換関係は, 

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆℏ ℏ ℏ ℏ−[X, P ] i 1l [X, N ] i X [P , N ] i P [θ, N ] i 1l (3.4.1)= = = =, , ,

となり その他の交換関係は となる また 式 と 式 から 正準 0 (3.3.41) (3.3.49), . , ,

変数を演算子に置き換えて 順序をとり 式 を用いることで ハミルトWeyl (3.4.1), , 

2 2 2m m 
ˆ ˆ2 2− XP mω X (3.4.3)+= e . 

ˆ ˆ明らかに 演算子 と は 演算子である また 式 を用いること H E Hermite (3.4.1), . , 
ˆ ˆ ˆで が確かめられて 期待通りに は保存量ではないことがわかる̸[H, E ] 0 E=, , .

式 と式 を用いると 方程式が(3.4.1) (3.4.2) Heisenberg , 

ˆ ˆℏ ℏ −i [X, H ] i P (3.4.4a)= = e ,
dt 2 

ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 2θℏ ℏ − Pi [P , H ] i mω X (3.4.4b)+= = e ,− 

ˆ ˆℏ ℏi [θ, H ] i 1l (3.4.4c)= = , 

(dX̂ 1 γ−2θ̂  ˆ )dP̂  
dt 2m 
dθ̂  
dt 2m 
dN̂ 

iℏ = [N,ˆ Ĥ ] = 0 (3.4.4d)
dt 

Ĥ 

Ê 
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のように得られる. 5 式 (3.4.4c)と式 (3.4.4d)の解はそれぞれ 

θ̂(t) = 
γ
t1l + θ̂  

0 , (3.4.5a)
2m 

ˆ ˆN(t) = N0 (3.4.5b)

のように求まる . ここで , θ̂  
0と N̂ 

0は, [θ̂  
0, N̂ 

0] = iℏ1lを満たす時間依存しない演算
子である.

いま, 新しく演算子 âとその Hermite共役 â†を √√ 
mω+ ˆ 1 

â := Ξ ∗ e θX̂ + i Ξe−θ̂  
P̂  , (3.4.6a)

2ℏ 2ℏmω+ √√ 
† mω+ θ̂  ˆ 1

Ξ ∗ −θ̂  ˆâ := Ξe X − i e P (3.4.6b)
2ℏ 2ℏmω+

のように定義する. ここで, Ξと ω+は √ √( ) ( )1 ω+ 1 ω+
Ξ := 1 + + i −1 + , (3.4.7a)

2 ω 2 ω √ 
γ2 

ω+ := ω2 + 
2 (3.4.7b)

4m 

5実際に, 式 (3.4.1)∼(3.4.3)を用いて Ĥ と Ê の交換関係を計算する. 関係式 [ ] [ ]
−2ˆ −2ˆ −4θ̂  −4θ̂ˆ ˆN, e θ = 2iℏe θ , N, e = 4iℏe

を用いると, Ĥ と Ê の交換関係は [ ] { ( )}
H,ˆ Ê = iℏγ 

1
e −4θ̂  

P̂ 2 + 
γ2 

X̂ 2 − 
γ 

e −2θ̂  
X̂ P̂ + P̂ X̂ 

m2 4m2 2m2 ( )2
1 γ−2θ̂ ˆ ˆ= iℏγ e P − X 
m 2m

となり, 式 (3.4.4a)を用いることで, 

[ ] ( )2 
dX̂ 

H,ˆ Ê = iℏγ 
dt

となる. 従って, 

[ ] ( )2 
dÊ 1 dX̂ 

= E,ˆ Ĥ = −γ 
dt iℏ dt

が成り立つことがわかる. 
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と定義される. このとき, 式 (3.4.1), 式 (3.4.5a), 式 (3.4.6)を用いると 

[â, â†] = 1l , (3.4.8a) 
ˆ † ˆ[â, θ0] = [â , θ0] = 0 (3.4.8b)

が示される.

次に, 新しく演算子 N̂ ′を 

N̂ ′ := N̂ + 
1
(X̂ P̂ + P̂ X̂) (3.4.9)

2

のように定義する . 式 (3.4.1)と式 (3.4.9)から , 演算子 (X,ˆ P,ˆ θ,̂ N̂ ′ ) に対する 0で

はない交換関係は [X,ˆ P̂ ] = iℏ1l と [θ,̂ N̂ ′ ] = iℏ1l のみである . 従って, θ̂に対する
正準共役演算子は , N̂ ではなくて N̂ ′であることがわかる . また , 式 (3.4.5)から , 
[θ̂  

0, N̂ 
0 
′ ] = iℏ1lが成り立つ. ここで, N̂ 

0 
′ は N̂ 

0 
′ := N̂ ′ (0)と定義される.

式 (3.4.6)と式 (3.4.9)を用いて , ハミルトニアン演算子 (3.4.2)を (â, â† , N̂ ′ )で表

すと ( ) {( ) ( ) }
ℏω− 

2 1 ℏγ2 iγ 2 iγ †2 γ ˆ ′ Ĥ = â† â+ 1l − 1 − â + 1 + â + N 
ω 2 8m2ω+ 2mω 2mω 2m 

(3.4.10)

のように書かれる . また , 式 (3.4.5a), 式 (3.4.6), 式 (3.4.8a)を用いると , エネルギー

演算子 (3.4.3)は ( )
−2θ̂(t)Ê = ℏωe â† â + 

1
1l (3.4.11)

2

のように書ける.

いま, 真空状態ベクトル |0, t⟩を 

â(t)|0, t⟩ = 0 , (3.4.12a) 

θ̂0|0, t⟩ = 0 (3.4.12b)

のように定義する . 式 (3.4.8a)と式 (3.4.12a)から , â(t)は消滅演算子 , â†(t)は生成
演算子であることがわかる . 式 (3.4.11)が γ = 0の場合に単純な調和振動子系に帰

着するために, 式 (3.4.12b)は要請される. Fock基底ベクトルは 

|n, t⟩ := √ 1 (
â†(t)

)
n|0, t⟩ (n = 0, 1, 2, . . .) (3.4.13) 

n! 
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のように構成される . ここで , 規格化条件 ⟨0, t|0, t⟩ = 1を課す . 6 式 (3.4.8a)と式 

(3.4.12a)を用いると 

â†(t)â(t)|n, t⟩ = n|n, t⟩ (3.4.14)

となる. また, 式 (3.4.8b)と式 (3.4.13)から 

θ̂0|n, t⟩ = 0 (3.4.15)

であることがわかる. さらに, 式 (3.4.5a)から 

γ
θ̂(t)|n, t⟩ = t|n, t⟩ (3.4.16)

2m

が導かれる.

エネルギー固有値方程式は 

Ê|n, t⟩ = En|n, t⟩ (3.4.17)

のように与えられる . 式 (3.4.11), 式 (3.4.14), 式 (3.4.16)を用いると , エネルギー

固有値は ( )
1− tEn = ℏωe 

γ
m n + (3.4.18)

2

のように得られる . 各時刻 tにおいて等間隔のエネルギー分布を維持しながら ,すべ

てのエネルギー固有値は , 時間経過と共に指数関数的に減少して , 最終的に t → ∞
の極限において 0になる .（図 3.2を参照せよ .）式 (3.3.47)からわかるように , 減衰

調和振動子の古典的なエネルギーも同様に e−γt/mに比例している . 図 3.1の図 (1a)

で示した通り , 古典的なエネルギーは一様に減少しない . この古典的なエネルギー

とは異なり , 式 (3.4.18)は, 時間経過と共に滑らかに減少する . 以前の減衰調和振動

子の量子化に関する文献において , 式 (3.4.18)は知られてこなかったものである . 7 

6式 (3.4.12)と式 (3.4.13)の双対形式は, それぞれ 

⟨0, t|â†(t) = 0 , 

⟨0, t|θ̂  
0 = 0 , 

1 ( )
n⟨n, t| := √ ⟨0, t| â(t) 

n!

である. 
7似た数式 ℏ(ω2/ω−)e

−γt/m(n + 1/2)は減衰調和振動子のエネルギー期待値として得られてい

る [34–37]. しかしながら , この数式は臨界減衰の極限 ω− → 0において , 発散するように振る舞う . 
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0 0

E

図 3.2: 時間発展の下でのエネルギー固有値 Enの指数関数的な減少の模式図 

3.5 Schrödinger描像

時間発展演算子は Û Ht/ℏ]によって与えられる . Ĥ は保存量 = exp[−i ˆ ここで , 
(d ˆ ˆ ˆH/dt = 0)であるため , H(0)として理解できる . また , H は Hermite演算子で

あり , 従って Û † = Û −1を満たし , Û はユニタリー演算子であることがわかる . 次

に, X̂ 
S = Û X̂Û † と P̂  

S = Û P̂ Û † によって , Schrödinger描像における時間に依存し
ない演算子 X̂ 

S と P̂  
Sを定義する [33]. このとき , θ̂  

0 = Û θ̂Û † , N̂ 
0 
′ = ÛN̂ ′ Û †が成り

立つ. 演算子 (X̂ 
S, P̂  

S, θ̂  
0, N̂ 

0 
′ )の間の交換関係は 

[X̂ 
S, P̂  

S] = iℏ1l , [θ̂  
0, N̂ 

0 
′ ] = iℏ1l (3.5.1)

となる . ここで , その他の交換関係は 0となる . 次に , Schrödinger描像における 

Fock基底ベクトルを 

|n, t⟩S := Û |n, t⟩ (3.5.2)

のように定義する. 式 (3.4.16)の両辺に左から Û を掛けて, 式 (3.5.2)を用いると 

γ
θ̂0|n, t⟩S = t|n, t⟩S (3.5.3)

2m

が得られる . Schrödinger描像において , 2mθ̂  
0/γは時間演算子として振る舞うこと

がわかる . いま , 古典的な段階における条件 N0 > 0が引き継がれるように , N̂ 
0の

固有値は正であると仮定する . この N̂ 
0とは異なり , 正準共役演算子 N̂ 

0 
′ (:= N̂ ′ (0)) 

48 



は下限も上限もない固有値を持つことができるため , 演算子 N̂ 
0 
′ は明確に定義され

る. 式 (3.5.1)と式 (3.5.3)を組合わせることにより, 

′ 2m d 
S⟨n, t|N̂ = −iℏ S⟨n, t| (3.5.4)0 γ dt

が導かれる.

いま, あらわに時間に依存する演算子 âS(t)とその Hermite共役 â† 
S(t)を √√ 

mω+ 1t ˆ t ˆâS(t) := Ξ ∗ e
γ
2m XS + i Ξe− γ

2m PS , (3.5.5a)
2ℏ 2ℏmω+ √√ 
mω+ 1† γ

2m
t ˆ − âS(t) := Ξe XS − i Ξ ∗ e 

γ
2m

tP̂  
S (3.5.5b)

2ℏ 2ℏmω+

のように定義する. 式 (3.5.5)と式 (3.5.1)から 

[âS(t), â
† 
S(t)] = 1l , (3.5.6a) 
ˆ ˆ[âS(t), θ0] = [âS 

† (t), θ0] = 0 (3.5.6b)

が得られる. ここで, 式 (3.5.3)を用いることにより, 

â(0)|n, t⟩S = âS(t)|n, t⟩S , (3.5.7a) 

â†(0)|n, t⟩S = â† (t)|n, t⟩S (3.5.7b)S

が示される. さらに, 関係式 ( )1 γ ˆ γ −ˆ† Ξ ∗2 − t t[â(0), âS(t)] = e 2m e θ0 + Ξ2 e 2m e θ0 , (3.5.8a)
2 ( )ω+ γˆ[â(0), âS(t)] = − sinh θ0 − t1l (3.5.8b)
ω 2m

と式 (3.5.6a), 式 (3.5.7) を用いることで 

â†(0)â(0)|n, t⟩S = â† (t)âS(t)|n, t⟩S , (3.5.9a)S 

âl(0)|n, t⟩S = âl S(t)|n, t⟩S , (3.5.9b) 

â†l(0)|n, t⟩S = â†l(t)|n, t⟩S (3.5.9c)S

が示される. ここで, lは自然数とする.

関係式 â(0) = Û â(t)Û †に注意すると , 式 (3.4.13), 式 (3.5.2), 式 (3.5.9c)を用いて 

√ ( )
|n, t⟩S = (1/ n!) â† (t) n|0, t⟩S , (3.5.10)S 
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が得られ, 式 (3.4.12a), 式 (3.5.2), 式 (3.5.7a)を用いて 

âS(t)|0, t⟩S = 0 (3.5.11)

が得られる.

式 (3.5.6a)と式 (3.5.11)を用いると 

†â (t)âS(t)|n, t⟩SS = n|n, t⟩S (3.5.12)

となる.

いま, Schrödinger描像におけるエネルギー演算子を 

−2ˆˆ θ0ES(t) := ℏωe 
(

†â (t)âS(t) + S

)
1 
1l

2 
(3.5.13)

のように定義する . エネルギー演算子 Ê 
S(t)は 式 (3.4.11)における â, â† , θ̂(t) をそ

れぞれ âS(t), âS 
† (t), θ̂  

0に置き換えたものにより定義される . エネルギー固有値方程

式は 

ÊS(t)|n, t⟩S = En|n, t⟩S (3.5.14)

のように与えられる . 式 (3.5.3)と式 (3.5.12)を用いると ,エネルギー固有値 (3.4.18)

が得られる . Schrödinger描像においても同様に , エネルギー固有値 Enが得られる

ことが確認できる.

エネルギー固有値 Enに対応するエネルギー固有関数は , 以下のように得られる .

（式の導出に関しては, 第 3.8.1項を参照せよ.） 

ϕn(X, t) := ⟨X|n, t⟩S ( ) ( )n (√ )
2m [ 2m 

γ 

1 
41 mω ω − i γ mω γ4 

tX√ Hn 2m= e 
πℏ ω + i γ ℏ2nn! ( )γ 

ω − i 
2m 

]m γ 
m tX2t − (3.5.15)× exp e . 

2ℏ4m 

2

ここで, Hnは n次の Hermite多項式を表している. Hermite多項式の公式 ∫ ∞ √ 
Hm(µ)Hn(µ)e

−µ dµ = π2n n!δmn (3.5.16) 
−∞

を用いることで, ∫ ∞ 
ϕ ∗ 
n(X, t)ϕn ′ (X, t)dX = δnn ′ (3.5.17) 

−∞ 
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を確かめることができる . 図 3.3において , 固定された値 m = 10, ω = 1, γ = 0.1, 
ℏ = 1に対して , 時刻 t = 0 と t = 250における Xの関数としてプロットした |ϕn|2 

(n = 0, 1, 2)のグラフを表している . 時刻 tが t → ∞になるにつれて , 原点 X = 0

の無限小の近傍 Nにおいて |ϕn|2は無限に増加して ,領域 R \ N（Rから Nを除いた ∫
領域）において |ϕn|2は 0へと減少する . ここで ,任意の時刻で |ϕn(X, t)|2 dX = 1

が成り立つことに注意する . エネルギー固有関数 ϕnは γ = 0の時に , 通常の単純

な調和振動子の n番目のエネルギー固有関数に帰着する.

基底状態のエネルギー固有関数の絶対値２乗の考察

ここでは特に, 基底状態のエネルギー固有関数の絶対値２乗について考察する.

式 (3.5.15)は n = 0の場合に, ( ) 1 [ ( ) ]mω γ m γ tX2ϕ0(X, t) = 4 
exp t − ω − i e 

γ 
(3.5.18)

πℏ 4m 2ℏ 2m 
m

となり, この絶対値２乗は √ [ ]mω γ mω γ
m|ϕ0(X, t)|2 = exp t − e tX2 (3.5.19)

πℏ 2m ℏ

となる. 以下では, 式 (3.5.19)の t → ∞極限について考察する.

新しく uを [ ]γ 
u := exp t (3.5.20)

2m

と定義する. 式 (3.5.19)は uを用いると √ 
mω u |ϕ0(X, t)|2 = [ ] (3.5.21)

mω 2X2πℏ exp ℏ u

のように書ける. 式 (3.5.21)は X = 0の場合 √ 
mω |ϕ0(0, t)|2 = exp [u] (3.5.22)
πℏ

となる. 式 (3.5.20)の t → ∞極限は 

lim u = ∞ (3.5.23) 
t→∞

となるため, 式 (3.5.22)の t → ∞極限は 

lim |ϕ0(0, t)|2 = ∞ (3.5.24) 
t→∞ 
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となり , 発散することがわかる . 次に, X ≠ 0の場合の式 (3.5.21)の t → ∞極限を
考える. このとき, 式 (3.5.23)から, [ ]mω 2X2lim u = lim exp u = ∞ (3.5.25) 

t→∞ t→∞ ℏ

が成り立つため, ロピタルの定理より, √ 
mω u ′ 

lim |ϕ0(X, t)|2 = lim ( [ ])′ mωt→∞ t→∞ πℏ exp ℏ u
2X2 √ 

mω 1 
= lim [ ] = 0 (3.5.26)

2mω mωt→∞ πℏ ℏ X
2u exp ℏ u

2X2

となる .（変数の肩にあるプライムは uに関する微分を表している .）式 (3.5.17), 式 

(3.5.24), 式 (3.5.26)から , 式 (3.5.19)は時間経過と共にデルタ関数に近づくことが

わかる. 
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図 3.3: 図 (3a)と図 (3b)は, それぞれ時刻 t = 0 と t = 250における |ϕn(X, t)|2 

(n = 0, 1, 2)のグラフを表している. 

3.6 Schrödinger方程式とその解

いま , |ψ(t)⟩を Fock基底 {|n, t⟩S}に関して展開できる状態ベクトルとする . そ

の時, Schrödinger方程式 iℏd|ψ(t)⟩/dt = Ĥ (0)|ψ(t)⟩は 

d ˆiℏ |ψ(t)⟩ = HS(t)|ψ(t)⟩ (3.6.1)
dt 
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のように書かれる. ここで, Ĥ 
S(t)は ( )

HS(t) := S(t)âS(t) + + 0ω 2 2m {( ) ( ) }ℏγ2 γ 2 γ †2− 1 − i S(t) + 1 + i S (t) (3.6.2)
8m2ω+ 2mω 2mω 

â 

[ ]∑∞ 
i 
∫ t 

|ψ(t)⟩ = cn(t) exp Θn(t ′ )dt ′ |n, t⟩S (3.6.3)
ℏ 0 

N̂ 

n 

N̂ 

â

として展開する [41,42]. ここで , Θn(t) := S⟨n, t|
[
iℏd/dt − Ĥ 

S(t)
]
|n, t⟩Sである . さ ∑∞らに , 任意の時刻で ⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ = 1が成り立つように , 規格化条件 n |cn(t)|2 = 1

を課す. この |ψ(t)⟩を式 (3.6.1)に代入することにより, ∑ D ˆdcn(t) 
∞ 

1 ES(t) 

N̂

= S⟨n, t| |n ′ , t⟩S 
′dt En − En Dt 

2ℏω 1 γ†−ˆ ′ â 

† ˆ† ′ ′であり ちょうど式 における をそれぞれ に置き N(3.4.10) ˆ ˆ ˆ ( ), ˆ ( ),t ta a a a, , , S 0S 
8換えたものとして定義される いま を| ⟩ψ( )t. , 

′ ̸( )n =n [ ∫ ]
i t 

× cn ′ (t) exp {Θn ′ (t ′ ) − Θn(t ′ )} dt ′ (3.6.4)
ℏ 0

を得る. ここで, [ ]DÊ 
S(t) dÊ 

S(t) 1 ˆ ˆ:= + ES(t), HS(t) (3.6.5)
Dt dt iℏ

である . 式 (3.6.4)を得る過程で ,式 (3.5.14)を用いた .（式 (3.6.4)の導出に関しては ,

第 3.8.2項を参照せよ .）いま , Θn(t)における幾何学的位相 S⟨n, t|iℏd/dt|n, t⟩Sは式 

(3.5.4)によって S⟨n, t|(γ/2m)N̂ 
0 
′ |n, t⟩Sと相殺することは注目すべき点である . 9 結果 

8式 (3.4.10)と式 (3.5.9)を用いると, 

ˆ ˆH(0)|n, t⟩S = HS(t)|n, t⟩S

が示される. この式の両辺に, 左から S⟨n, t|を掛けて, 式 (3.5.2)を用いると, 

⟨n, t|Ĥ(t)|n, t⟩ = S⟨n, t|Ĥ 
S(t)|n, t⟩S

が得られる . 従って , Heisenberg描像におけるハミルトニアン演算子の期待値と , Schrödinger描像
におけるハミルトニアン演算子の期待値が一致することが確かめられる. 

9実際に, 式 (3.5.4)と規格化条件 S⟨n, t|n, t⟩S = 1を用いると, ( )
d γ d d′ 

S⟨n, t| iℏ − |n, t⟩S = S⟨n, t|iℏ |n, t⟩S + iℏ (S⟨n, t|) |n, t⟩S0dt 2m dt dt 
d 

= iℏ S⟨n, t|n, t⟩S = 0 
dt

が示される. 

54 



として , Θn(t)は力学的位相のみが残り ,都合良く簡易化されて Θn = −ℏ(ω− 
2 /ω)(n + 1/2)

となる. このとき, 波動関数は

∞ 

ψ(X, t) := ⟨X|ψ(t)⟩ = cn(t)e
(i/ℏ)Θntϕn(X, t) (3.6.6) 

n 

∑ 

∫ 
のようになる . 固有関数 (3.5.15) の振る舞いを反映して , |ψ(X, t)|2dX = 1を保

ちながら , 確率密度 |ψ(X, t)|2の分散は , 時間経過と共に減少して , 最後には 0にな

ることがわかる . 10 この結果は , 粒子の存在確率が原点の近傍で増加し , それ以外

の領域では減少していくことを意味しており , 振幅が減少して , 振動子の位置が原

点付近に収束するような減衰調和振動子の古典的な運動と整合している.

幾つかの計算の後に, 式 (3.6.4)は展開係数 cn(t)に対する微分差分方程式

−
{
n(n − 1) ei(2αt+β) 

√ 
+ 

√ 
−i(2αt β)+( + 1)( + 2) e n n 

dcn(t) γ 
4m 

cn+2(t)= 
dt 

cn−2(t)
}

(3.6.7) 

∑ 

∑

となる .（式 (3.6.7)の導出に関しては , 第 3.8.3項を参照せよ .）ここで , αと β は

それぞれ , α = ω− 
2 /ωと eiβ = (ω + iγ/2m)/ω+により定義される . また , cn(t)と 

|cn(t)|2 はそれぞれ , エネルギー固有状態間の遷移振幅と遷移確率を表す . 初期

状態が |l, 0⟩S となり , それに応じて ψ(X, 0) = ϕl(X, 0)が保たれるように初期条
件 cn(0) = δnl (l = 0, 1, 2, . . .)を課す . 微分差分方程式 (3.6.7)の解は , 初期条件 

√ 
G(q, 0) = qle−ilβ/2/ l!と境界条件 G(0, t) = c0(t)の下での母関数 

∞ 
1 n −in(αt+ )G(q, t) := √ q e 

β
2 cn(t) (3.6.8) 

n! n=0 

10式 (3.6.6)を用いると, 確率密度 |ψ(X, t)|2 は 

∞ ∑∞ 
∗ ℏ (Θn−Θl)tϕncn(t)cl (t)e 

i 
(X, t)ϕl ∗ (X, t)|ψ(X, t)|2 = 

∑ 
n l 
∞ ∑∞ 

∗ ℏ (Θn−Θl)t i(ϱncn(t)cl (t)e 
i 

e −ϱl)|ϕn(X, t)||ϕl(X, t)|= 
n l 

のように書ける . ここで , ϱnを実数として , ϕn(X, t) = eiϱn |ϕn(X, t)|のように極分解を行った . 図 
3.3で示したように , |ϕn(X, t)|2 は時間経過と共に原点付近に収束するため , |ϕn(X, t)|も同様に時 ∑∞間経過と共に原点付近に収束する . また , 規格化条件 n |cn(t)|2 = 1が成り立つことから , |cn(t)|2

の最大値は nが大きくなるに従って小さくなる . このため , |ψ(X, t)|2 の和の添え字が十分大きい
場合の項は無視できる . 以上の考察から , |ψ(X, t)|2も同様に時間経過と共に原点付近に収束するこ
とがわかる. 従って, |ψ(X, t)|2 の分散は時間経過と共に減少する. 
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に対する偏微分方程式 { ( ) }
∂G γ ∂2 ∂ 

= − − q 2 + iαq G (3.6.9)
∂t 4m ∂q2 ∂q

を解くことによって得られる .（式 (3.6.9)の導出に関しては , 第 3.8.4項を参照せ

よ. また , 微分差分方程式を解析的に解くことに関しては , 例えば文献 [11, 43, 44]
を参照せよ .）以下では , lを指定した場合の遷移振幅を求める .（ただし , lを指定
した場合の G(q, t)と cn(t)をそれぞれ Gl(q, t)と cn,l(t)のように書くことにする .）

話を分かりやすくするために , 初めに lが偶数である場合 , 特に l = 0, 2, 4の場合を
先に調べ, その後 lが奇数である場合, 特に l = 1, 3の場合を調べる. 

3.6.1 初期時刻における状態が基底状態である場合 

l = 0の場合の一般解 

l = 0の場合において , 初期状態は |0, 0⟩S により表される基底状態である . 式 

(3.6.9)の解は √ 
G0(q, t) = ξeiαt/2{cosh(ζ + ξγt/2m)}−1/2 [ ( ) ]

sinh ξγt/2m 2× exp ( ) q (3.6.10)
2 cosh ζ + ξγt/2m

のように得られる .（式 (3.6.10)の導出に関しては , 第 3.8.5項と第 3.8.6項を参照せ

よ.）ここで, ξと ζはそれぞれ, ( ) 1 
2α2 24m 

ξ := 1 − , (3.6.11)
γ2 

e ±ζ := ξ ± i 
2mα 

(3.6.12)
γ

によって定義される . 式 (3.6.12)から , cosh (ζ) = ξ であることがわかる . いま , 
G0(q, 0) = 1 を確かめることは簡単である . 式 (3.6.7)の解は , 式 (3.6.10)から以下
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のように得られる. 11 

∂n1 in(αt+β/2)cn,0(t) = √ e G0(q, t)|q=0 
n! ∂qn ⎧ √(n−1)!! i(n+1/2)αt inβ/2√ ξe e 

n! ⎪ {sinh (ξγt/2m)}n/2⎨ × 
{cosh (ζ+ξγt/2m)}(n+1)/2 

= (3.6.14) 
, n = 0, 2, 4, . . . , ⎪⎩ 0 , n = 1, 3, 5, . . . 

2 

√ 

1 
2 

∑∞これは確かに条件 n |cn,0(t)|2 = 1（第 3.8.7 項を参照せよ.）, cn,0(0) = δn0 と 

G0(0, t) = c0,0(t)を満たす. ここで, !!は二重階乗を表し, (−1)!! = 0!! = 1を満
たす.

いま, |cn,0(t)|2によって記述される |0, 0⟩S から |n, t⟩Sへの遷移確率を調べる. 量

子数 nが奇数の時には遷移は起こらないので, 以下では nが偶数の場合のみ考える.

式 (3.6.14)からわかる通り, |cn,0(t)|2の時間変化は本質的に exp [±ξγt/2m]に依存し

ているので, 以下の３つの場合 (a) (0 ≤) γ < γ∗, (b) γ = γ∗, (c) (2mω >) γ > γ∗に 
√

おいて個別に |cn,0(t)|2を調べる必要がある. 12 ここで, γ∗は臨界定数 ( 5−1)mω ≃ 
1.236mωを表している. また, 2mω > γは減衰振動に対する古典的な条件である. 
(a)の場合において, ξは純虚数となる. 従って |cn,0(t)|2は周期関数となる. 図 

(4a)において, γ < γ∗を満たす固定された値 m = ω = 1と γ = 1に対する |cn,0(t)|2 

(n = 0, 2, 4, 6)のグラフを表している. 遷移確率 |cn,0(t)|2は確かに同じ周期で周期
的に変化する. 特に, 一定の周期で基底状態の遷移確率が 1となる. 

11式の導出に際して, 公式 ⎧ ⎨∂n [ ] (n − 1)!!(2a) n 
, n = 0, 2, 4, . . .

2(exp aq )|q=0 = (3.6.13)
∂qn ⎩ 0 , n = 1, 3, 5, . . .

を用いた. ここで, aは任意の定数である. 
12式 (3.6.11)に α = ω− 

2 /ω = ω − γ2/4m2ωを代入して, 因数分解をすると ( )
2ω24m γ2 

ξ = 3 − − 
γ2 4m2ω2 [{ }{ }√ √ 

= ( 5 + 1)mω − γ γ − ( 5 − 1)mω 
1 

2mωγ ( )]√ 
2ω2× 2 5mωγ + γ2 + 4m

となる. 減衰振動に対する古典的な条件 2mω > γ から, ( 5 + 1)mω − γ は正の値をとる. 一方,√ 
γ − ( 5 − 1)mωは, ３つの場合 (a), (b), (c)において, それぞれ負の値, 0, 正の値をとる. 従って, 
ξは (a)の場合には純虚数, (b)の場合には 0, (c)の場合には正の実数となる. 

1 
2 
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(b)の場合において, ξは消える. 従って, 

(n − 1)!! (γt/2m)n/2 
i(n+1/2)αt inβ/2 cn,0(t) = √ e e (3.6.15) 

n! (1 + iαt)(n+1)/2

を得るために ξ = 0の周りで式 (3.6.14) を展開する必要がある . 明らかに , |cn,0(t)|2 

√
は無理関数である . 図 (4b)は, γ = γ∗を満たす固定された値 m = ω = 1と γ = 5 − 1
に対する |cn,0(t)|2 (n = 0, 2, 4, 6)のグラフを表している . 遷移確率 |c0,0(t)|2は単調
減少する一方で , |cn,0(t)|2 (n = 2, 4, 6, . . .)は nの順に一旦増加して , 後に単調減少

する. 
(c)の場合において , ξは正の実数となる . 従って |cn,0(t)|2は実数の双曲線関数
の組合わせとなる . 図 (4c)は γ > γ∗を満たす固定された値 m = ω = 1 と γ = 1.5

に対する |cn,0(t)|2 (n = 0, 2, 4, 6)のグラフを表している . 図 (4c)における曲線の形

は図 (4b)における曲線の形とよく似ているが , 変化率が異なり , これは本質的に 

exp [±ξγt/2m] (ξ > 0)の存在によるものである. 
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図 3.4: 図 (4a), 図 (4b), 図 (4c)は, それぞれ (a), (b), (c)の場合においてプロット
した |cn,0(t)|2 (n = 0, 2, 4, 6)のグラフを表している. 
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3.6.2 初期時刻における状態が励起状態である場合

l = 2の場合の一般解 

l = 2の場合において, 初期状態は, |2, 0⟩Sによって表される第２励起状態である.

実際に l = 2に対する式 (3.6.9)の解を得ることができて, それを G2(q, t)として定
義する. √ { }

ξ ξ2 
iαt/2 −iβ 2G2(q, t) = e e − sinh(ξγt/2m) + q

2 cosh(ζ + ξγt/2m)[ ( ) ]
sinh ξγt/2m 2× {cosh(ζ + ξγt/2m)}−3/2 exp ( ) q . (3.6.16)

2 cosh ζ + ξγt/2m 

√
これは条件 G2(q, 0) = q2e−iβ/ 2を満たす. 式 (3.6.7)に対応する解は以下の通り

に得られる. 13 

∂n1 in(αt+β/2)cn,2(t) = √ e G2(q, t)|q=0 
n! ∂qn ⎧ √(n−1)!! i(n+1/2)αt i(n/2−1)β√ ξe e 

2n!{ }
× − sinh (ξγt/2m) + nξ2 ⎪ sinh (ξγt/2m)⎨ 

{sinh (ξγt/2m)}n/2 
= × (3.6.18)

{cosh (ζ+ξγt/2m)}(n+3)/2 

, n = 0, 2, 4, . . . , ⎪⎩ 
0 , n = 1, 3, 5, . . .

これは確かに条件 
∑∞ 

n |cn,2(t)|2 = 1, cn,2(0) = δn2 と G2(0, t) = c0,2(t)を満たす.

次に, |cn,2(t)|2によって記述される |2, 0⟩S から |n, t⟩Sへの遷移確率を調べる. 以

下では, l = 0の場合と同様に, nが偶数の場合のみを考える. |cn,2(t)|2の時間変化
は, 本質的に exp [±ξγt/2m]に依存しているので, 上述の３つの場合 (a), (b), (c)に
おいて |cn,2(t)|2を個別に調べる必要がある. 
(a)の場合において, |cn,2(t)|2は周期関数となる. 図 (5a)は,固定された値 m = ω = 1

と γ = 1に対する |cn,2(t)|2 (n = 0, 2, 4, 6)のグラフを表している. 遷移確率 |cn,2(t)|2 

13式の導出に際して, 式 (3.6.13)と公式 ⎧ ⎨ n−2 
∂n ( [ ]) n(n − 1)!!(2a) 2 , n = 0, 2, 4, . . .

2 2 q exp aq |q=0 = (3.6.17)
∂qn ⎩ 0 , n = 1, 3, 5, . . .

を用いた. ここで, aは任意の定数である. 
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は同じ周期で周期的に変化することが確かめられる . 特に , 一定の周期で第２励起

状態の遷移確率が 1となる. 
(b)の場合において, ξは消える. そして, 

(n − 1)!! i(n+1/2)αt i(n/2−1)β cn,2(t) = √ e e 
2n!( )
γt 2mn (γt/2m)n/2 

× − + (3.6.19)
2m γt (1 + iαt)(n+3)/2

を得るために ξ = 0の周りで式 (3.6.18)を展開する必要がある . 明らかに , |cn,2(t)|2 

√
は無理関数である . 図 (5b)は, 固定された値 m = ω = 1と γ = 5 − 1に対する 

|cn,2(t)|2 (n = 0, 2, 4, 6)のグラフを表している. 
(c)の場合において , |cn,2(t)|2は実数の双曲線関数の組合わせとなる . 図 (5c)は,

固定された値 m = ω = 1 と γ = 1.5に対する |cn,2(t)|2 (n = 0, 2, 4, 6)のグラフを
表している. 
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図 3.5: 図 (5a), 図 (5b), 図 (5c)はそれぞれ (a), (b), (c)の場合においてプロットし
た |cn,2(t)|2 (n = 0, 2, 4, 6)のグラフを表している. 

62 



⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

l = 4の場合の一般解

l = 4の場合において, 初期状態は, |4, 0⟩Sによって表される第４励起状態である.

実際に l = 4に対する式 (3.6.9)の解を得ることができて, それを G4(q, t)として定
義する. 

G4(q, t) √ [
ξ ξ2 

iαt/2 −2iβ 2 = e e 3 {sinh (ξγt/2m)}2 − 6 sinh (ξγt/2m) q
4! cosh (ζ + ξγt/2m)]

ξ4 
+ q 4 {cosh (ζ + ξγt/2m)}−5/2 

{cosh (ζ + ξγt/2m)}2 [ ]
sinh (ξγt/2m)× exp q 2 . (3.6.20)

2 cosh (ζ + ξγt/2m) 
√

これは条件 G4(q, 0) = e−2iβ q4/ 4!を満たす. 式 (3.6.7)に対応する解は以下の通り

に得られる. 14 

∂n1 in(αt+β/2)cn,4(t) = √ e G4(q, t)|q=0 
n! ∂qn ⎧ √(n−1)!! iα(n+1/2)t iβ(n−4)/2√ ξe e 

4!n![ ]
n(n−2)ξ4 ⎪ × 3 {sinh (ξγt/2m)}2 − 6nξ2 + {sinh (ξγt/2m)}2 ⎨ 

{sinh (ξγt/2m)}n/2 
= × (3.6.22)

{cosh (ζ+ξγt/2m)}(n+5)/2 

, n = 0, 2, 4, . . . , ⎪⎩ 
0 , n = 1, 3, 5, . . . ∑∞これは確かに条件 n |cn,4(t)|2 = 1, cn,4(0) = δn4と G4(0, t) = c0,4(t)を満たす.

次に, |cn,4(t)|2によって記述される |4, 0⟩Sから |n, t⟩Sへの遷移確率を調べる. 以下

では, nが偶数の場合のみを考える. |cn,4(t)|2の時間変化は,本質的に exp [±ξγt/2m]

に依存しているので, 上述の３つの場合 (a), (b), (c)において |cn,4(t)|2を個別に調
べる必要がある. 

14式の導出に際して, 式 (3.6.13), 式 (3.6.17)と公式 ⎧ ⎨ n−4 
∂n ( [ ]) n(n − 2) {(n − 1)!!} (2a) 2 , n = 0, 2, 4, . . . ,

4 2 q exp aq |q=0 = (3.6.21)
∂qn ⎩ 0 , n = 1, 3, 5, . . .

を用いた. ここで, aは任意の定数である. 
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(a)の場合において , |cn,4(t)|2は周期関数となる . 図 (6a)は,固定された値 m = ω = 1

と γ = 1に対する |cn,4(t)|2 (n = 0, 2, 4, 6)のグラフを表している . 遷移確率 |cn,4(t)|2

は同じ周期で周期的に変化することが確かめられる . 特に , 一定の周期で第４励起

状態の遷移確率が 1となる. 
(b)の場合において, ξは消える. そして, 

(n − 1)!! iα(n+1/2)t iβ(n−4)/2 cn,4(t) = √ e e 
4!n! { } (γt/2m)n/2 

× 3 (γt/2m)2 − 6n + n(n − 2) (2m/γt)2 (3.6.23)
(1 + iαt)(n+5)/2

を得るために ξ = 0の周りで式 (3.6.22)を展開する必要がある . 明らかに , |cn,4(t)|2 

√
は無理関数である . 図 (6b)は, 固定された値 m = ω = 1と γ = 5 − 1に対する 

|cn,4(t)|2 (n = 0, 2, 4, 6)のグラフを表している. 
(c)の場合において , |cn,4(t)|2は実数の双曲線関数の組合わせとなる . 図 (6c)は,

固定された値 m = ω = 1 と γ = 1.5に対する |cn,4(t)|2 (n = 0, 2, 4, 6)のグラフを
表している. 
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図 3.6: 図 (6a), 図 (6b), 図 (6c)はそれぞれ (a), (b), (c)の場合においてプロットし
た |cn,4(t)|2 (n = 0, 2, 4, 6)のグラフを表している. 
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⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

l = 1の場合の一般解

] 

l = 1の場合において, 初期状態は, |1, 0⟩Sによって表される第１励起状態である.

実際に l = 1に対する式 (3.6.9)の解を得ることができて, それを G1(q, t)として定
義する. 

sinh (ξγt/2m)iαt/2 23
2G1(q, t) = ξ e e −iβ/2 {cosh (ζ + ξγt/2m)}−3/2 q exp q . 

2 cosh (ζ + ξγt/2m)

[ 

(3.6.24)

これは条件 G1(q, 0) = e−iβ/2qを満たす. 式 (3.6.7)に対応する解は以下の通りに得

られる. 15 

1 ∂n 
in(αt+β/2)cn,1(t) = √ e G1(q, t)|q=0 

n! ∂qn 

0 , n = 0, 2, 4, . . . , 
⎧ 

⎪⎨ 

⎪⎩
√n!! iα(n+1/2)t iβ(n−1)/2ξ 23 

e e 
= n! (3.6.26) 

{sinh (ξγt/2m)}(n−1)/2 
× 

{cosh (ζ+ξγt/2m)}(n+2)/2 

, n = 1, 3, 5, . . . 

√

これは確かに条件 
∑∞ |cn,1(t)|2 = 1, cn,1(0) = δn1と G1(0, t) = c0,1(t)を満たす. n

次に, |cn,1(t)|2によって記述される |1, 0⟩Sから |n, t⟩Sへの遷移確率を調べる. 以下

では, nが奇数の場合のみを考える. |cn,1(t)|2の時間変化は,本質的に exp [±ξγt/2m]

に依存しているので, 上述の３つの場合 (a), (b), (c)において |cn,1(t)|2を個別に調
べる必要がある. 
(a)の場合において, |cn,1(t)|2は周期関数となる. 図 (7a)は,固定された値 m = ω = 1

と γ = 1に対する |cn,1(t)|2 (n = 1, 3, 5, 7)のグラフを表している. 遷移確率 |cn,1(t)|2

は同じ周期で周期的に変化することが確かめられる. 特に, 一定の周期で第１励起

状態の遷移確率が 1となる. 
(b)の場合において, ξは消える. そして, 

n!! (γt/2m)(n−1)/2 
iα(n+1/2)t iβ(n−1)/2 cn,1(t) = e e (3.6.27) 

n! (1 + iαt)(n+2)/2 

15式の導出に際して, 公式

∂n 

∂qn
[( ])

2 q exp aq 

⎧⎨ 0 , n = 0, 2, 4, . . . , ⎩|q=0 = (3.6.25)
n−1 
2n!!(2a) , n = 1, 3, 5, . . . 

を用いた. ここで, aは任意の定数である. 
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を得るために ξ = 0の周りで式 (3.6.26)を展開する必要がある . 明らかに , |cn,1(t)|2 

√
は無理関数である . 図 (7b)は, 固定された値 m = ω = 1と γ = 5 − 1に対する 

|cn,1(t)|2 (n = 1, 3, 5, 7)のグラフを表している. 
(c)の場合において , |cn,1(t)|2は実数の双曲線関数の組合わせとなる . 図 (7c)は,

固定された値 m = ω = 1 と γ = 1.5に対する |cn,1(t)|2 (n = 1, 3, 5, 7)のグラフを
表している. 
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図 3.7: 図 (7a), 図 (7b), 図 (7c)はそれぞれ (a), (b), (c)の場合においてプロットし
た |cn,1(t)|2 (n = 1, 3, 5, 7)のグラフを表している. 
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⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

l = 3の場合の一般解

l = 3の場合において, 初期状態は, |3, 0⟩Sによって表される第３励起状態である.

実際に l = 3に対する式 (3.6.9)の解を得ることができて, それを G3(q, t)として定
義する. √ { }

ξ ξ3 
iαt/2 −3iβ/2 3G3(q, t) = e e −3ξ sinh (ξγt/2m)q + q

3! cosh (ζ + ξγt/2m)[ ]
sinh (ξγt/2m) 2× {cosh (ζ + ξγt/2m)}−5/2 exp q . (3.6.28)

2 cosh (ζ + ξγt/2m) 
√

これは条件 G3(q, 0) = e−3iβ/2q3/ 3!を満たす. 式 (3.6.7)に対応する解は以下の通

りに得られる. 16 

∂n1 in(αt+β/2)cn,3(t) = √ e G3(q, t)|q=0 
n! ∂qn ⎧ 
0 , n = 0, 2, 4, . . . , 

√ 
√n!! iα(n+1/2)t iβ(n−3)/2ξe e⎪ 3!n!⎨ { }

(n−1)ξ3 
= × −3ξ sinh (ξγt/2m) + (3.6.30)

sinh (ξγt/2m) 

{sinh (ξγt/2m)}(n−1)/2 
× 

{cosh (ζ+ξγt/2m)}(n+4)/2 ⎪⎩ 
, n = 1, 3, 5, . . . ∑∞これは確かに条件 n |cn,3(t)|2 = 1, cn,3(0) = δn3と G3(0, t) = c0,3(t)を満たす.

次に, |cn,3(t)|2によって記述される |3, 0⟩Sから |n, t⟩Sへの遷移確率を調べる. 以下

では, nが奇数の場合のみを考える. |cn,3(t)|2の時間変化は,本質的に exp [±ξγt/2m]

に依存しているので, 上述の３つの場合 (a), (b), (c)において |cn,3(t)|2を個別に調
べる必要がある. 
(a)の場合において, |cn,3(t)|2は周期関数となる. 図 (8a)は,固定された値 m = ω = 1

と γ = 1に対する |cn,3(t)|2 (n = 1, 3, 5, 7)のグラフを表している. 遷移確率 |cn,3(t)|2

は同じ周期で周期的に変化することが確かめられる. 特に, 一定の周期で第３励起

状態の遷移確率が 1となる. 
16式の導出に際して, 式 (3.6.25)と公式 ⎧ ⎨∂n ( [ ]) 0 , n = 0, 2, 4, . . . ,

3 2 q exp aq |q=0 = (3.6.29)
∂qn ⎩ (n − 1)(n!!)(2a) 

n−3
2 , n = 1, 3, 5, . . .

を用いた. ここで, aは任意の定数である. 
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(b)の場合において, ξは消える. そして, 

n!! iα(n+1/2)t iβ(n−3)/2 cn,3(t) = √ e e 
3!n! 

(n−1)/2(γt/2m)× {−(3γt/2m) + 2m(n − 1)/γt} (3.6.31)
(1 + iαt)(n+4)/2

を得るために ξ = 0の周りで式 (3.6.30)を展開する必要がある . 明らかに , |cn,3(t)|2 

√
は無理関数である . 図 (8b)は, 固定された値 m = ω = 1と γ = 5 − 1に対する 

|cn,3(t)|2 (n = 1, 3, 5, 7)のグラフを表している. 
(c)の場合において , |cn,3(t)|2は実数の双曲線関数の組合わせとなる . 図 (8c)は,

固定された値 m = ω = 1 と γ = 1.5に対する |cn,3(t)|2 (n = 1, 3, 5, 7)のグラフを
表している. 
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図 3.8: 図 (8a), 図 (8b), 図 (8c)はそれぞれ (a), (b), (c)の場合においてプロットし
た |cn,3(t)|2 (n = 1, 3, 5, 7)のグラフを表している. 
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初期時刻における状態が偶数量子数の状態である場合 , 偶数量子数の状態へのみ

遷移する . 一方で , 初期時刻における状態が奇数量子数の状態である場合 , 奇数量

子数の状態へのみ遷移し, 特に基底状態への遷移は起こらないことがわかる.

同じ γ と nに対してプロットした図 3.4, 図 3.5, 図 3.6におけるグラフを比較す

ることにより , 図 3.5におけるグラフの大半は , 図 3.4における対応するグラフより

もより多くの変曲点を持つことがわかる . さらに , 図 3.6におけるグラフの大半は ,

図 3.5における対応するグラフよりもより多くの変曲点を持つことがわかる.

本研究では , lを指定した場合の |cn,l(t)|2のグラフを調べた . このため , 任意の l

と nの場合における, |cn,l(t)|2のグラフの詳細を解析的に調べる必要がある. 

3.6.3 遷移確率の最大値についての考察

式 (3.6.15)の絶対値２乗を tで微分すると 

d {(n − 1)!!}2 n − γ2t2/4m2 (γt/2m)n 
|cn,0(t)|2 = 

2)(n+3)/2 (3.6.32)
dt n! t (1 + γ2t2/4m 

√
となる . 式 (3.6.32)は t = 0と t = 2m n/γの時に右辺が 0となる . また ,式 (3.6.32)

は n = 0の場合に 

d γ2t/4m2 
|c0,0(t)|2 = − ≤ 0 (3.6.33)

2)3/2dt (1 + γ2t2/4m

となり , |c0,0(t)|2 は単調減少する . このため , |c0,0(t)|2 は t = 0のときに最大値 

max |c0,0(t)|2 = 1をとることがわかる.

以上のことから , t = 2m 
√ 
n/γの時に |cn,0(t)|2は各々の nで最大値をとり , その

値は 

{(n − 1)!!}2 

max |cn,0(t)|2 = nn/2(n + 1)−(n+1)/2 (3.6.34)
(n)!

であることがわかる . 同様の操作を式 (3.6.14)に用いることで式 (3.6.34)が成り立つ

ことが確かめられる . 従って , |cn,0(t)|2は, (b)と (c)の場合にパラメータ (m, ω, γ)に
依らない最大値を持つことがわかる . 17 (b)と (c)どちらの場合も同じ最大値 (3.6.34)

を持つ . 他の lの場合 , すなわち |cn,l(t)|2でも (b)と (c)の場合に , パラメータに依

らない最大値を持つのかを調べる必要がある. 

17図 (4a)と第 3.8.8項の図 (9b)を比較することからわかるように , (a)の場合では γ の値に依存
して, 遷移確率の最大値は変化する. 
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3.7 まとめと今後の課題

この章では , 修正された Batemanラグランジアンに基づき , 減衰調和振動子の量

子化を行った . 結論として , 量子力学における減衰調和振動子は , エネルギー固有

値 (3.4.18)が等しい間隔を保ちながら時間経過と共に指数関数的に減少し , それに

応じてエネルギー固有状態間の遷移を伴うものと理解される . 筆者の知る限りで

は, 過去の文献において , このような減衰調和振動子の量子力学的な振る舞いは知 
√

られてこなかった . また, 新たな臨界定数 γ∗ ≡ ( 5 − 1)mωを基準として , 時間発

展に伴う遷移確率 |cn,l(t)|2の振る舞いは３つの場合 (a) (0 ≤) γ < γ∗, (b) γ = γ∗, 
(c) (2mω >) γ > γ∗で異なることを示した . 具体的に , (a)の場合は遷移確率が tの

周期関数として変化し , (b)の場合は遷移確率が tのべき関数として変化する . ま

た, (c)の場合は遷移確率が tの指数関数として変化する . 古典的な臨界定数 2mω

に加えて , 量子化において新たな臨界定数 γ∗が現れることは , 大変興味深い . さら

に, 固有関数 (3.5.15)の振る舞いを反映して , 確率密度 |ψ(X, t)|2の分散は時間経
過と共に減少することを示した . この結果は , 粒子の存在確率が原点の近傍で増加

し, それ以外の領域では減少していくことを意味しており , 古典論における減衰調

和振動子の振る舞いと整合している.

本研究では最初に力学変数 xと yを持つ倍化された系を考えた . 力学変数を２倍に

することは ,付加的な変数が熱浴もしくは環境の自由度を表しているかどうかに関わ

らず ,減衰調和振動子のような散逸系を扱うための共通の戦略である [20,21,45–48].

実際に , Galleyは力学変数を２倍にすることによって ,一般的な散逸系に対して ,解

析力学の新たな枠組みを構成した [45]. この枠組みにおいて , 全ての変分を実行し

た後に , 物理的極限と呼ばれる条件を手で課すことにより , おのおのの倍化された

変数は単一の物理的変数に帰着される . 本研究の手法において , 代わりに他の条件 

ρx = σyが式 (3.2.1)のようにラグランジアンのレベルにおいて課された.

本研究では , 熱エネルギー Q = H − Eを考慮したが , 熱浴もしくは環境の自由

度を明確に扱わなかった . その意味で , 本研究の手法は , 現象論的な方法と捉える

ことができる . 他の散逸系（放射反作用を受ける粒子など）に本研究の現象論的な

手法を一般化することは興味深い . 今後 , 本論文で得られた結果が実験的に支持さ

れたのなら, 大変興味深いことである. 
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3.8 補遺 

3.8.1 エネルギー演算子の固有関数 (3.5.15)の導出

ここでは, エネルギー演算子の固有関数 (3.5.15)を実際に導く.

基底状態の固有関数の導出

式 (3.5.11)は式 (3.5.5a)を用いると (√ √ )
mω+ 1 

Ξ ∗ t ˆ t ˆe
γ
2m XS + i Ξe− γ

2m PS |0, t⟩S = 0 (3.8.1)
2ℏ 2ℏmω+

のように書かれる.

いま, Xを対角化する表示をとると, 式 (3.5.1)から 

d ⟨X|X̂ 
S = X⟨X| , ⟨X|P̂  

S = −iℏ ⟨X| (3.8.2)
dX

となる . 式 (3.8.1)の両辺に左から ⟨X|を掛けて , 式 (3.8.2) を用いると , 次のよう

な微分方程式が得られる. [ ( ) ]
d m γ γ 

+ ω − i em tX ϕ0(X, t) = 0 . (3.8.3)
dX ℏ 2m

ここで , ϕ0(X, t) := ⟨X|0, t⟩Sである . この微分方程式の解は , f(t)を tの関数として [ ( ) ]m γ 
ϕ0(X, t) = f(t) exp − ω − i e

γ
m
tX2 (3.8.4)

2ℏ 2m

となる. 関数 f(t)は, 以下のように規格化条件を課すことによって決定される. ∫ ∞初めに, 完全性の条件 −∞ ∫ 
| 
∞ 

X⟩⟨X|dX = 1lの下で ∫ ∞ 
⟨0, t|0, t⟩ = S⟨0, t|0, t⟩S = S⟨0, t|X⟩⟨X|0, t⟩S dX = |ϕ0(X, t)|2dX (3.8.5) 

−∞ −∞

が成り立つ.

式 (3.8.5)は, 規格化条件 ⟨0, t|0, t⟩ = 1を課すと ∫ ∞ 
|ϕ0(X, t)|2dX = 1 (3.8.6) 

−∞

となる. 式 (3.8.4)とその複素共役をこの式に代入することで, f(t)が ( ) 1 
γmω t
4mf(t) = 4 

e (3.8.7)
πℏ 
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と求まる. この f(t)を式 (3.8.4)に代入することで, 基底状態の固有関数が ( ) 1 [ ( ) ]mω γ m γ γ tX2ϕ0(X, t) = 4 
exp t − ω − i e (3.8.8)

πℏ 4m 2ℏ 2m 
m

のように求まる.

励起状態の固有関数の導出

式 (3.5.10)に式 (3.5.5b)を代入して , 左から ⟨X|を掛けて , 式 (3.8.2)を用いると

第 n励起状態の固有関数が √(√ )n 
1 mω+ ℏ d 

Ξ ∗ − tϕn(X, t) = √ Ξe
γ
2m

tX − e 
γ
2m ϕ0(X, t) (3.8.9) 

n! 2ℏ 2mω+ dX

のように書ける . ここで , ϕn(X, t) := ⟨X|n, t⟩Sである . 式 (3.8.9)は極分解 Ξ = 
|Ξ|eiς , Ξ∗ = |Ξ|e−iς をすると √( ) (√ )n 

1 |Ξ| n 
mω+ ℏ d(iς+ −(iς+ϕn(X, t) = √ √ e 

γ
2m

t)X − e 
γ
2m

t) ϕ0(X, t) 
n! 2 ℏ mω+ dX ( ) ( )
1 |Ξ| n 

d n 

= √ √ η − ϕ0(X, t) (3.8.10) 
n! 2 dη

となる. ここで, ηは √ √ ( )mω+ (iς+ m γ 
η := e 

γ
2m

t)X = ω + i e
γ
2m

tX (3.8.11)
ℏ ℏ 2m

と定義される. 式 (3.8.10)は ( )n 
dn { }1 |Ξ| 1 η2 − 1 η2 

ϕn(X, t) = √ √ (−1)n e 2 e 2 ϕ0(X, t) (3.8.12) 
n! 2 dηn

のように書かれる. 式 (3.8.8)と式 (3.8.11)を組合わせると ( ) 1 [ ]
− 1 η2 mω 4 γ ω 
e ϕ0(X, t) = exp t − η22 

πℏ 4m ω + i
2 
γ
m ( ) 1 [ ]

4 
= 

mω 
exp 

γ
t − µ 2 (3.8.13)

πℏ 4m

となる. ここで, µは √ 
ω 

µ := η (3.8.14)
ω + i γ 

2m 
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√
のように定義される . 式 (3.8.13)を式 (3.8.12)に代入して , |Ξ| = ω+/ωに注意す

ると, 式 (3.8.12)は µを用いて

のように書かれる. ここで, Hn(µ)は Hermite多項式であり, 

Hn(µ) = (−1)n eµ d
n 
e −µ (3.8.16) 2 

dµ2

を満たす. 式 (3.8.11)と式 (3.8.14)から, 

2 

√ 
mω 

µ = e
γ
2m

tX (3.8.17) 

)n 
4 

ℏ

であることがわかる . 式 (3.8.17)を式 (3.8.15)に代入することで , 励起状態の固有

関数 ϕn(X, t)が

( [ ]
γ ω − i γ 

t − 2m µ 2 
4m 2ω

( )mω 
πℏ 

ω − i γ 
2m 

11 4√ϕn(X, t) = Hn(µ) exp (3.8.15)
ω + i γ 

2m2nn! 

Hn 

(√ 

]
( 

tX

)( )mω 
n! πℏ 
γ m 

ω − i γ 
2m 

ω + i γ 
2m 

1 
4 

ϕn(X, t) = √ 1 
2n 

mω γ 
e 2m 

ℏ [ (
t − ω − i 

)n 
4 

) 
e 

γ 
2m 

γ 
m tX2 (3.8.18)× exp 

2ℏ4m 

のように求まる. 

3.8.2 式 (3.6.4)の導出

式 (3.6.1)に式 (3.6.3)を代入すると, 
∞ [ ∫ ]∑ tdcn(t) i 
iℏ exp Θn(t ′ )dt ′ |n, t⟩S

dt ℏ 0n 
∞ [ ∫ ]∑ ti − cn(t)Θn(t) exp Θn(t ′ )dt ′ |n, t⟩Sℏ 0 
∞ 
n [ ∫ ]∑ ti d 

+ cn(t) exp Θn(t ′ )dt ′ iℏ |n, t⟩Sℏ 0 dt 
∞ 

n [ ∫ ]∑ ti ˆ= cn(t) exp Θn(t ′ )dt ′ HS(t)|n, t⟩S (3.8.19)
ℏ 0n

となる. ここで, 左辺 2項目を導く際に, 公式 

d 
∫ t 

Θn(t ′ )dt ′ = Θn(t) (3.8.20)
dt 0 
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を用いた. 式 (3.8.19)の両辺に左から [ ∫ ]
i t 

S⟨n ′ , t| exp − Θn ′ (t ′ )dt ′ (3.8.21)
ℏ 0

を掛けると, 
∞ [ ∫ ]∑ tdcn(t) i 
iℏ exp {Θn(t ′ ) − Θn ′ (t ′ )} dt ′ δnn ′ 

dt ℏ 0n 
∞ [ ∫ ]∑ ti − cn(t)Θn(t) exp {Θn(t ′ ) − Θn ′ (t ′ )} dt ′ δnn ′ ℏ 0 
∞ 
n [ ]∑ ∫ ti d 

+ cn(t) exp {Θn(t ′ ) − Θn ′ (t ′ )} dt ′ S⟨n ′ , t|iℏ |n, t⟩Sℏ 0 dt 
n 

∞ [ ∫ ]∑ ti 
= cn(t) exp {Θn(t ′ ) − Θn ′ (t ′ )} dt ′ S⟨n ′ , t|Ĥ 

S(t)|n, t⟩S (3.8.22)
ℏ 0n

が得られる . ここで , S⟨n ′ , t|n, t⟩S = δnn ′を用いた . 式 (3.8.22)の左辺 1項目と 2項

目の和をとった後に, 式変形をすると, 
dcn ′ (t)

iℏ = cn ′ (t)Θn ′ (t)
dt 

∞ [ ]∑ ∫ ti 
′ (t− cn(t) exp {Θn(t ′ ) − Θn 

′ )} dt ′ 
ℏ 0n ( )

′ d × S⟨n , t| iℏ − Ĥ 
S(t) |n, t⟩S (3.8.23)

dt

が得られる. 式 (3.8.23)の右辺２項目に注目すると, n = n ′の場合に ( )
′ d ′ −cn ′ (t)S⟨n , t| iℏ − Ĥ 

S(t) |n , t⟩S = −cn ′ (t)Θn ′ (t) (3.8.24)
dt

となり, 右辺 1項目と相殺する. このため, 式 (3.8.23)は, 
∞ [ ]∑ ∫ tdcn ′ (t) i 

iℏ = − cn(t) exp {Θn(t ′ ) − Θn ′ (t ′ )} dt ′ 
dt ℏ 0′ n( ̸=n ) ( )

d × S⟨n ′ , t| iℏ − Ĥ 
S(t) |n, t⟩S (3.8.25)

dt

のように書ける.

式 (3.5.14) の両辺に iℏd/dtを作用して, 左から S⟨n ′ , t| (n ′ ≠ n)を掛けると 

dÊ 
S(t) 

S⟨n ′ , t|iℏ |n, t⟩S
dt 

′ d ′ d 
= En S⟨n , t|iℏ |n, t⟩S − S⟨n , t|Ê 

S(t)iℏ |n, t⟩S
dt dt 

′ d 
= (En − En ′ ) S⟨n , t|iℏ |n, t⟩S (3.8.26)

dt 
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が得られる . いま , n ′ ̸= nの場合を考えているので , (En − En ′ ) ̸= 0となり , 式 

(3.8.26)は 

ES(t)d S⟨n ′ , t|iℏd ˆ |n, t⟩S 
S⟨n ′ , t|iℏ |n, t⟩S = dt (3.8.27) 

′dt En − En 

と書ける. また, 式 (3.5.14)を用いることで, [ ]
′ 1 ′ ˆ ˆ 

S⟨n , t|Ĥ 
S(t)|n, t⟩S = S⟨n , t| HS(t), ES(t) |n, t⟩S (3.8.28)

En − En ′ 

â

が得られる ここで. , 

â

が示される. 式 (3.8.27)と式 (3.8.28)を組合わせることで, ( )
d 1 DÊ 

S(t)′ − ˆ ′ 
S⟨n , t| iℏ HS(t) |n, t⟩S = S⟨n , t|iℏ |n, t⟩S (3.8.29) 

′dt En − En Dt 

[ ]DÊ 
S(t) dÊ 

S(t) 1 ˆ ˆ:= + ES(t), HS(t) (3.8.30)
Dt dt iℏ

である.

式 (3.8.29)を式 (3.8.25)に代入すると, 

â 

∞ [ ∫ ]∑ tdcn ′ (t) i 
′ (tiℏ = cn(t) exp {Θn(t ′ ) − Θn 

′ )} dt ′ 
dt ℏ 0 n(̸=n ′ ) 

1 DÊ 
S(t)× S⟨n ′ , t|iℏ |n, t⟩S (3.8.31) 

′En − En Dt 

が得られる . 式 (3.8.31)の両辺を iℏで割り , さらに nを n ′に, n ′を nに置き換える

ことで, 実際に式 (3.6.4)が導かれる. 

3.8.3 式 (3.6.7)の導出

ここでは, 実際に式 (3.6.4)を計算して, 式 (3.6.7)を導く.

初めに , 式 (3.6.4)の各部分を計算する . 式 (3.5.13)の時間微分は , âS(t)と â† 
S(t)

があらわな時間依存性を持ち, ( ) ( )d γω+ 2 †2† 
S(t)âS(t) = S(t) + âS (t)dt 2mω ( )( )γ 

= ω + 
γ2 

S
2 (t) + â †2(t) (3.8.32)

2mω+ 4m2ω S 
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となることに注意すると ( )( )d γ γ2 
ˆ −2θ̂0 2 †2ES(t) = ℏωe ω + âS(t) + â (t) (3.8.33)

2ω Sdt 2mω+ 4m

のようになる . また , エネルギー演算子 (3.5.13)とハミルトニアン演算子 (3.6.2)の[ ]
交換関係は , 式 (3.5.1)から導かれる関係式 e−2θ̂0 , N̂ 

0 
′ = −2iℏe−2θ̂0と式 (3.5.6)を

用いると, [ ] {( )
1 γ γ γ2 

Ê 
S(t), Ĥ 

S(t) = ℏωe −2θ̂0 −i − â2S(t)iℏ 2mω+ 2m 4m2ω ( ) }
− 

γ2

2ω 
− i

γ 
â† 
S
2(t)

4m 2m ( )( )
γ 1 

+ ℏωe −2θ̂0 − â† 
S(t)âS(t) + 1l (3.8.34) 

m 2

となる. 式 (3.8.33)と式 (3.8.34)から [ ]DÊ 
S(t) dÊ 

S(t) 1 ˆ ˆ:= + ES(t), HS(t)
Dt dt iℏ[ {( ) ( ) }γ 1 γ γ−2ˆ 2 †2 = ℏωe θ0 ω − i âS(t) + ω + i âS (t) m 2ω+ 2m 2m ( )]

1 − â† 
S(t)âS(t) + 1l (3.8.35)

2

が得られる. 式 (3.8.35)を用いると [ {( )DÊ 
S(t) ′ − γ t γ 1 γ 2 

mS⟨n, t| |n , t⟩S = ℏωe ω − i S⟨n, t|â (t)|n ′ , t⟩S
Dt m 2ω+ 2m S ( ) }γ 

+ ω + i S⟨n, t|â†2(t)|n ′ , t⟩S
2m( ) ( 

S ) ]
1 1 − n + S⟨n, t| â† 

S(t)âS(t) + 1l |n ′ , t⟩S
2 2 [ {( )√ 

− γ γ γt 1 
m ′= ℏωe ω − i (n + 1)(n + 2)δn+2,n 
m 2ω+ 2m ( )√ } ( ) ]
γ 1 

+ ω + i n(n − 1)δn−2,n ′ − n + δnn ′ 
2m 2 

(3.8.36)

が得られる. ここで, 
γ 

S⟨n, t|θ̂  
0 = t S⟨n, t| , (3.8.37a)

2m 
S⟨n, t|â† (t)âS(t) = n S⟨n, t| , (3.8.37b)S √ 

S⟨n, t|â2S(t) = (n + 1)(n + 2) S⟨n + 2, t| , (3.8.37c) √ 
S⟨n, t|â†2(t) = n(n − 1) S⟨n − 2, t| (3.8.37d)S 
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と規格化条件 S⟨n, t|n ′ , t⟩S = δnn ′を用いた. また, [ ∫ ] [ ]
ω2 
− ′ exp 

i t 
(Θn ′ (t ′ ) − Θn(t ′ )) dt ′ = exp −i (n − n)t , (3.8.38)

ℏ 0 ω 

En − En = ℏωe − γ
m
t(n − n ′ ) (3.8.39)′

である.

式 (3.8.36)∼(3.8.39)を用いて, 式 (3.6.4)を実際に計算すると[ {( ) √1 γ 
ω − i 

2ω+ 2m 
dcn(t) 

∞ 
1 γ 

=n) 

ω + i 

∑ 

(
( 

(n + 1)(n + 2)δn+2,n = ′ 
dt n − n ′ m ′ ( 

+ 

̸n 
γ 

n(n − 1)δn−2,n ′ 
2m) 

ω − i
(
( 

) √ }
] [ ]

ω2 
exp −i − (n ′ − n)t 

ω ) √γ 
2m 

1 − δnn ′ (t)n + cn ′ 
2 ]

ω2 
−2i − t 

ω 
γ 

4mω+ 
= − (n + 1)(n + 2) exp cn+2(t)

[
) √ [ 

ω2 ]
n(n − 1) exp 2i − t cn−2(t)

ω 
γ 

4mω+ 

γ 
2m 

ω + i (3.8.40)+ 

となる. 式 (3.8.40)は, α = ω− 
2 /ω, eiβ = (ω + iγ/2m)/ω+で書き換えると { √dcn(t) γ 

= − (n + 1)(n + 2) e−i(2αt+β)cn+2(t)
dt 4m }√ 

+ n(n − 1) ei(2αt+β)cn−2(t) (3.8.41)

となり, 実際に式 (3.6.7)が導かれる. 

3.8.4 偏微分方程式 (3.6.9)の導出

ここでは , 母関数 (3.6.8)を用いて , 実際に微分差分方程式 (3.6.7)から偏微分方

程式 (3.6.9)を導出する.

式 (3.6.7)の両辺に√1 
n! 
qne −in(αt+ β

2 )を掛けて, nで和を取ると, 

{ √ ∑ ∑β β 
∞ 

1 n −in(αt+ ) dcn(t) γ ∞ 
(n + 1)(n + 2) n −i(αt+ )(n+2)

2 2√ q e = − √ q e cn+2(t) 
n! dt 4m n! n=0 n=0 √ }∑ β 

∞ 
n(n − 1) n −i(αt+ )(n−2)

2+ √ q e cn−2(t) (3.8.42) 
n! n=0 
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となる. 式 (3.6.8)と関係式

∞ ∞∑ ∑n 1 ∂ ∂ n −in(αt+ ) n)e−in(αt+ )√ q e cn(t) = √ q (q cn(t) = q G(q, t) 
n! n! ∂q ∂q 

n=0 n=0 

(3.8.43)

を用いると, 式 (3.8.42)の左辺は 

∞∑ 1 n −in(αt+ ) dcn(t) ∂ ∂ √ q e = G(q, t) + iαq G(q, t) (3.8.44) 
n! dt ∂t ∂q 

n=0

のように書ける. また, 式 (3.8.42)の右辺の各項はそれぞれ √ ∑∞ 
(n + 1)(n + 2) 

β
2

β
2

β
2

)(n+2)√ q e 
n! n=0 

n cn+2(t) 

l
2√ √ √G( 0) (0) (3.8.47)q, = q e = q e = q e 

n
2

2 2∂q ∂q !s 

n
2

β
2

β
2

2
β 

2 

∞ −( 1)s s ( )−is αt−2 +s 

β 

2
β 

2
β 

∑∞ 
(n + 2)(n + 1) n −i(αt+ )(n+2)= √ q e cn+2(t) 

n=0 (n + 2)! ∑ 
= √ q e cs(t) 

s! s=2 
∞ { }∑ ∂2 ∂21 s −is(αt+ )= √ q e cs(t) = G(q, t) , (3.8.45a) 
s=0√ ∑∞ 
n(n − 1) n −i(αt+ )(n−2)√ q e cn−2(t) 

n! n=0 √ ∑∞ 
n(n − 1) n −i(αt+ )(n−2)= √ q e cn−2(t) 

n! n=2√ ∑∞ 
(s + 2)(s + 1) s+2 −is(αt+ )= √ q e cs(t) = q 2G(q, t) (3.8.45b) 

s=0 (s + 2)!

のように書ける (式 (3.8.45a)では , s = n+2,式 (3.8.45b)では s = n−2のように添

え字の置き換えをした .). 式 (3.8.42)に式 (3.8.44)と式 (3.8.45)を用いると , G(q, t)
についての偏微分方程式 { ( ) }

∂ γ ∂2 2 ∂ 
G(q, t) = − − q + iαq G(q, t) (3.8.46)

∂t 4m ∂q2 ∂q

が得られる.

式 (3.6.8)は, t = 0の場合, 初期条件 cn(0) = δnl (l = 0, 1, 2, . . .)を用いることで , 
∞ ∞∑ ∑1 1 1 n −i β n −i l −i β cn

β δnl 
n! n! l! n=0 n=0 

2
β(−i αt+ 
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となり, q = 0の場合は

G(0, t) = c0(t) (3.8.48)

となる. 

3.8.5 偏微分方程式 (3.6.9)の特殊解の導出（変数分離による解法）

ここでは G(q, t)を変数分離することにより , 式 (3.6.9)の特殊解を求める . ただ

し, ξ = (1 − 4m2α2/γ2)1/2 > 0の場合を考える.

いま, G(q, t)は変数 g(q)と T (t)を用いて, 

G(q, t) = g(q)T (t) (3.8.49)

のように変数分離できると仮定する . 式 (3.6.9)は式 (3.8.49)を代入して式変形す

ることで, { ( ) }
1 ∂T (t) 1 γ ∂2 ∂ 

= q 2 − − iαq g(q) (3.8.50)
T (t) ∂t g(q) 4m ∂q2 ∂q

となる. いま, ϵを任意の定数として, 式 (3.8.50)から２つの微分方程式

1 
g(q) 

{ (
γ 2 −q
4m 

)
d2 

dq2 

1 dT (t) 
= ϵ , 

T (t) dt }
d − iαq g(q) = ϵ 
dq 

(3.8.51) 

(3.8.52)

が得られる.

式 (3.8.51)の解は T0を任意定数として, 

T (t) = T0 exp [ϵt] (3.8.53)

のように求まる.

式 (3.8.52)は両辺に g(q)を掛けて, 式変形を行うことで, { 
γ 
4m 

(
d2 

− 
dq2 

)
2+ q 

d − iαq 
dq 

}
− ϵ g(q) = 0 (3.8.54)

となる. いま, g(q)を新たな変数 h(q)を用いて [ ]
mα 2g(q) = exp −i q h(q)
γ 

(3.8.55) 
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のようにおく. 式 (3.8.55)を式 (3.8.54)に代入すると, h(q)についての微分方程式 [ ( ) ]
γ d2 α − + ξ2 q 2 + i − ϵ h(q) = 0 (3.8.56)
4m dq2 2

が得られる. ここで, 式 (3.6.11)を用いた. 次に, 新しく Qを √ 
Q := ξ q (3.8.57)

と定義する. 式 (3.8.57)を用いて式 (3.8.56)を Qで書き換えると, [ ( ) ]
ξγ d2 α − + Q2 + i − ϵ h(Q) = 0 (3.8.58)
4m dQ2 2

となる. 式 (3.8.58)は両辺に 4m/ξγを掛けて式変形をすると, { ( )}d2 4m α −Q2 + ϵ − i h(Q) = 0 (3.8.59)
dQ2 ξγ 2

となり , ちょうど調和振動子の時間に依存しない Schrödinger方程式と同じ形の式

となる. 従って, Nkを定数として h(Q)が 

Q2 
h(Q) = NkHk(Q)e− 1 

2 (k = 0, 1, 2, . . .) (3.8.60)

と求まる. ここで, Hkは k次の Hermite多項式である. このとき, 

2k + 1 = 
4m 
ξγ 

( )α 
ϵ − i 

2 
(3.8.61)

が成り立つ. 式 (3.8.61)から, ϵが 

ξγ α 
ϵ = (2k + 1) + i 

4m 2 
(3.8.62)

と求まる. 式 (3.8.60)は式 (3.8.57)を用いて qで書き換えると, 

h(q) = NkHk 

[ ](√ ) 1 
ξ q exp − ξq2

2
(3.8.63)

となる. 式 (3.8.63)を式 (3.8.55)に代入することで, g(q)が 

g(q) = NkHk 

[ ( ) ](√ ) 1 2mα 2ξ q exp − ξ + i q
2 γ 

(3.8.64)

と求まる. また, 式 (3.8.62)を式 (3.8.53)に代入することで, T (t)が [{ } ]
ξγ α 

T (t) = T0 exp (2k + 1) + i t (3.8.65)
4m 2 
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と求まる. 
以上のことから , 式 (3.8.64)と式 (3.8.65)を式 (3.8.49)に代入することで , 偏微分

方程式 (3.6.9)の特殊解 Gk(q, t)が (√ ) [ ( ) ]
1 2mα Gk(q, t) = T0NkHk ξ q exp − ξ + i q 2 
2 γ [{ } ]

ξγ α × exp (2k + 1) + i t (3.8.66)
4m 2

と求まる. 

3.8.6 偏微分方程式 (3.6.9)の一般解の導出

ここでは第 3.8.5項で導出した偏微分方程式 (3.6.9)の特殊解 (3.8.66)を用いること

により ,その一般解を導出する . ただし ,第 3.8.5項と同様に ξ = (1−4m2α2/γ2)1/2 > 
0の場合を考える .（本研究では , ξ = 0の場合と ξ < 0の場合の一般解 G(q, t)につ
いては, ξ > 0の場合の一般解 G(q, t)から ansatzを置くことで導いた.）

式 (3.6.9)の一般解 G(q, t)は Akを重ね合わせ係数として , 式 (3.8.66)を用いるこ

とで

∞ 

∞∑ 
G(q, t) = AkGk(q, t) 

k=0 [ ( ) ] [( ) ]
1 2mα 2mα γ 

= T0 exp − ξ + i q 2 exp ξ + i t 
2 γ γ 4m ∑ [ ] (√ )ξγ × AkNk exp tk Hk ξ q (3.8.67)

2m 
k=0

となる. 式 (3.8.67)は t = 0のとき, 

∞ 

∞

∞ 

∑ 
G(q, 0) = AkGk(q, 0) 

k=0 [ ( ) ]∑ (√ )1 2mα 
= T0 exp − ξ + i q 2 AkNkHk ξ q (3.8.68)

2 γ 
k=0

となる.

式 (3.8.47)と式 (3.8.68)から, 

∑ √ 1 1 (ξ+i 2mα 2−i l
2
β l 1

2 γ )qAkNkHk( ξ q) = √ e q e (3.8.69) 
k=0 

T0 l! 
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となる. 式 (3.8.69)から, AkNkを求める. 関係式 

∞∑ √ √ π 
f(q) = ckHk( ξ q), ξ ≠ 0, |arg ξ| < , (3.8.70a)

4 
k=0√ ∫ ∞ √ 

−ξq2 
ck = e f(q)Hk( ξ q)dq (3.8.70b) 

2kk! π −∞

を用いると, AkNkは 
√ ∫ ∞1 (ξ−i 2mα √2−i l

2
β l − 1

2 γ )qAkNk = e q e Hk( ξ q)dq (3.8.71)
T0 l! 2kk! π −∞

と求まる. 実際に, 公式（文献 [49]の p503の 8番を参照 18） 

1 √ 

4m 

∫ ∞ √ √ √ √ π 
2n e −ξq2 

Hm( ξ q)Hn( ξ q)dq = n! πδmn , |arg ξ| < (3.8.72)
ξ 4−∞ 

ξ√ 

ξ√

を用いることで式 (3.8.70)が成り立つことが確かめられる.

いま, Λと Λ∗を, 

2mα 2mα 

1 √ 

∗ −Λ ξ i Λ ξ i (3.8.73):= + :=,
γ γ

と定義する . ただし , 式 (3.6.12)と式 (3.8.73)から Λ = eζ , Λ∗ = e−ζ であることに

注意する . 以下では計算の都合上 , eζ と e−ζ の代わりに Λと Λ∗を用いることにす

る. 式 (3.8.73)から, 

2α2 
Λ + Λ ∗ = 2ξ , |Λ|2 = ξ2 + = 1 , 2ξΛ − Λ2 = 1 (3.8.74)

γ2

であることがわかる.

いま, ( ) ( )
1 − ξγ ξγ ξγ 

2mΛ ∗ e 2m t + Λe t = cosh ζ + t , (3.8.75a)
2 2m ( )

t1 − e 
ξγ
m sinh 

2 
ξγ 
m t = − ( ) (3.8.75b) 

Λ∗ + Λe 
ξγ t 

2m tm cosh ζ + ξγ

が成り立つ. 
18公式 ∫ ∞ √ 

2n2 2 n! π π−c x e Hm(cx)Hn(cx)dx = δmn , | arg c| < 
c 4−∞

が成立する. 
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式 (3.8.67)と式 (3.8.71)は式 (3.8.73)を用いるとそれぞれ[ ] [ ]Λ γ 
G(q, t) = T0 exp − q 2 exp Λ t 

2 4m 
∞ [ ]∑ (√ )ξγ × AkNk exp tk Hk ξ q , (3.8.76)

2m 
k=0 √ ∫ ∞1 −i l β l − Λ ∗ 

q2 √ 
2AkNk = e q e 2 Hk( ξ q)dq (3.8.77)

T0 l! 2kk! π −∞

のように書ける.

以下では , 初期条件 (3.8.47)を具体的に選んだ場合（ lを指定した場合）の一般

解 G(q, t)を求める . 各々の lの場合の AkNkを実際に求めて , それを式 (3.8.76)に

代入することで , 一般解 G(q, t)を求める . 特に , l = 0, 1, 2, 3, 4と選んだ場合をそれ 

ξ√ 

ξ√

ぞれ計算する . その際 , ξ = Λ∗/2が成り立つような実定数 (m, γ, α)の組は存在し
ないため, 

Λ∗ 
ξ ̸= (3.8.78)

1 √ 

2

が成り立つことに注意する. 

l = 0の場合の一般解

式 (3.8.77)は l = 0の場合 
√ ∫ ∞ 

21 − Λ
2 
∗ 
q 

√ 
AkNk = e Hk( ξ q)dq (3.8.79)

T0 2kk! π −∞

となる. 式 (3.8.79)は k = 2sと添え字を置き換えると 
√ ∫ ∞ √1 ξ − Λ ∗ 2 

A2sN2s = √ e 2 q H2s( ξ q)dq (3.8.80)
T0 4s(2s)! π −∞ 
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となる. 公式（文献 [49]の P502の 4番を参照 19） √ ( )∫ ∞ s 
−aq2 √ π (2s)! ξ − a 
e H2s( ξ q)dq = , s = 0, 1, 2, . . . (3.8.81) 

a s! a−∞

を用いると, 式 (3.8.80)の右辺の積分が ∫ ∞ ( )
− Λ ∗ 

q 
√ √ (2s)! Λ s 

e 2
2 
H2s( ξ q)dq = π(2Λ) 

1
2 , s = 0, 1, 2, . . . (3.8.82) 

−∞ s! Λ∗

となる . ここで ,式 (3.8.74)を用いた . 式 (3.8.82)を式 (3.8.80)に代入すると , A2sN2s

が 
√ ( )
ξ 1 1 Λ s 

A2sN2s = (2Λ) 
1
2 , s = 0, 1, 2, . . . (3.8.83)

T0 s! 4 Λ∗

と求まる. 一方, 公式（文献 [49]の P502の 5番を参照 20 ） ∫ ∞ √ 
−aq2 
e H2s+1( ξ q)dq = 0 , s = 0, 1, 2, . . . (3.8.84) 

−∞

を用いることで, 式 (3.8.79)は k = 2s + 1と添え字を置き換えると 

A2s+1N2s+1 = 0 (3.8.85)

となる . 式 (3.8.85)を式 (3.8.76)に代入すると , 和の添え字 kが奇数の場合の項は

全て 0になり , 和の添え字 kが偶数の場合の項のみ残ることがわかる . 従って, 式 

(3.8.76)は 
∞ 

2 ∑ √ 
− q Λ t tsH2sG(q, t) = T0e 

Λ
2 e 

γ
4m A2sN2se 

ξγ
m ( ξ q) (3.8.86) 

s=0 

19公式 (Rea > 0) ∫ ∞ 
2 

e −ax H2m(bx)H2n(cx)dx 
−∞ √ min(m,n) ( )m−k ( )n−k ( )2k∑ b2 − a 2 − aπ 1 c 2bc 
= (2m)!(2n)! 

a (m − k)!(n − k)!(2k)! a a a 
k=0 

√
は n = 0, b = ξ, x = qと置くと, ∫ ∞ √ ( )m√2 π (2m)! ξ − a−aqe H2m( ξq)dq = 

a m! a−∞

となる. 
20公式 ∫ ∞ 

2 
e −ax H2m(bx)H2n+1(cx)dx = 0 

−∞ 

が成立する. 
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となる. 式 (3.8.86)に式 (3.8.83)を代入すると, √ γ1 Λ 2 Λ− tqG(q, t) = ξ(2Λ) 2 2 4me e ( )∞ 
1 1 Λ t

s 

× 
∑ 

e 
ξγ
m H2s( 

√ 
ξ q) (3.8.87) 

s! 4 Λ∗ 
s=0

となる. 公式（文献 [49]の P708の 4番を参照 21） 

∞ [ ]∑ ts √ 4tξq2 1 
H2s( ξ q) = (1 + 4t)− exp , |t| < (3.8.88) 

s! 1 + 4t 2 
s=0

を用いると, 式 (3.8.87)の和は ( )∞ s∑ ξγ √1 1 Λ 
e t H2s( ξ q) 

s! 4 Λ∗ 
m 

s=0 ( )− 
[ 

ξγ ]
ξ Λ t 2 

ξγ ξγ ξγ Λ Λ∗ e q 1 Λ 1 

1
2

= 1 + e m t exp 
m 

, | e m t| < → e m t < 2 (3.8.89)
Λ∗ 

1 + 
Λ
Λ 
∗ e 

ξγ t 4 Λ∗ 2m 

1 
2

となる. 式 (3.8.87)に式 (3.8.89)を代入すると, 母関数 G(q, t)が, √ γ1 Λ 2 Λ− tq
2G(q, t) = ξ(2Λ) 2 4me e 

1 
2 

1 
2 

2
1 
2

[ ]( )− ξγ 
ξ Λ t 2Λ ξγ m qt Λ∗ e × 1 + e m exp ξγ Λ∗ Λ t1 + m 

Λ∗ e ( )−√ ξγ Λ ξγ t i α t t= ξ(2Λ) e 4m e 1 + e m 

Λ∗ [( ) ]
ξγ 

ξ Λ tΛ m 
Λ∗ e 2× exp − + qξγ 2 Λ t1 + m 
Λ∗ e 

(3.8.90)

と求まる. ここで, 式 (3.8.73)から得られる関係式 

2
γ ξγ Λ t t i α t e 4m = e 4m e (3.8.91) 

21公式 ( )∞ [ ]∑ tm 4tx2 x 
2H2m+n(x) = (1 + 4t)− n+1 

exp Hn √ , 
m! 1 + 4t 1 + 4t m=0 

√ 
は n = 0, x = ξqと置くと, 

∞ [ ]∑ tm √ 4tξq2 1 
2H2m( ξq) = (1 + 4t)− 1 
exp , |t| < 

m! 1 + 4t 2
m=0 

|t| < 
1 
2

となる. 
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を用いた. 式 (3.8.90)は( )− 
ξγ Λ t 

Λ∗ 
m1 + e ) 

{ ( )}−
1 − ξγ ξγ 

Λ ∗ t
2m 2me t + Λe 

2 [ ) 

1 
2 

1 
21 ξγ t(2Λ) (3.8.92)e 4m2 = , 

exp 

[(
− 

]
q = exp 

( ]
ξγ ξγ 

ξ Λ 
Λ∗ e t t1 − e mΛ − 

1 
2 

m 
2 2 (3.8.93)+ qξγ ξγ 2 Λ t Λ∗ + Λe t1 + m 

Λ∗ e m 

を用いると, 

√ { ( )}− 
[ ( 

ξγ t 
) ]

i t − t 2G(q, t) = ξe Λ ∗ e t + Λe
ξγ
2m exp − 

m

ξγ q 
Λ∗ + Λe m 

(3.8.94) 

1 
−1 1 12 e 

2 2 t

となる 式 は のとき(3.8.94) 0t =. , 

ξγ
2m

α
2

{ }−√ 
G(q, 0) = ξ 

1
(Λ ∗ + Λ) 

2 

1 
2 

= 1 (3.8.95) 

β
2 √A N H ( ξ q)dq (3.8.98)= e qe2 +1 2 +1 2 +1s s s 

β
2 √ H ( ξ q)dq (3.8.97)= e qe k 

2 
2

2 
2 

1 
2

となり, l = 0の場合の式 (3.8.47)を満たす.

式 (3.8.94)は式 (3.8.75)を用いると 

2

{ ( )}− 
[ ( ) ]√ ξγ 

i α ξγ sinh t t 2m 2G(q, t) = ξe cosh ζ + t exp ( ) q (3.8.96)
ξγ 2m 2 cosh ζ + t
2m 

2

と書ける. （式 (3.8.87)の和が収束するためには, 式 (3.8.89)から exp [ξγt/m] < 2
でなければならない . しかしながら , 偏微分方程式 (3.6.9)の一般解 (3.8.96)は 

exp [ξγt/m] ≥ 2の場合も解として成立する.） 

l = 1の場合の一般解

式 (3.8.77)は l = 1の場合 
√ ∫ ∞ √1 ξ − Λ ∗ 

−i qAkNk 
T0 2kk! π −∞

となる. 式 (3.8.97)は k = 2s + 1と添え字を置き換えると, 
√ ∫ ∞ √1 ξ − Λ ∗ 

−i q 
T0 22s+1(2s + 1)! π −∞

となる. 公式 
√ √ ( )∫ ∞ s√ 

−aq ξ π (2s + 1)! ξ − a 
qe H2s+1( ξ q)dq = , s = 0, 1, 2, . . . (3.8.99) 

a a s! a−∞ 
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を用いると, 式 (3.8.98)の右辺の積分が, ( )∫ ∞ s 
− Λ ∗ 

q 
√ √ √ (2s + 1)! Λ 

qe H2s+1( ξ q)dq = 2 ξΛ 2πΛ (3.8.100) 
−∞ s! Λ∗ 

2 
2 

となる . ここで , 式 (3.8.74)を用いた . 式 (3.8.100)を式 (3.8.98)に代入すると , 
A2s+1N2s+1が ( )√ s

ξ 1 1 Λ−i β 
A2s+1N2s+1 = 2 e 2 Λ (3.8.101)

T0 s! 4 Λ∗ 
3 
2 

と求まる. 一方, 公式（文献 [49]の P502の 4番を参照 22 ）∫ ∞ √ 
−aqqe H2s( ξ q)dq = 0 , s = 0, 1, 2, . . . (3.8.102) 

−∞

を用いることで, 式 (3.8.97)は k = 2sと添え字を置き換えると 

2 

A2sN2s = 0 (3.8.103)

となる . 式 (3.8.103)を式 (3.8.76)に代入すると , 和の添え字 kが偶数の場合の項は

全て 0になり , 和の添え字 kが奇数の場合の項のみ残ることがわかる . 従って, 式 

(3.8.76)は 

∞∑ √
2 γ ξγ Λ− (Λ+2ξ) t tsH2s+1(

qG(q, t) = T0e A2s+1N2s+1e ξ q) (3.8.104)2 4me m 

s=0

となる. 式 (3.8.104)に式 (3.8.101)を代入すると, 

2 
√ 

−i β 2 γΛ tΛ 
3 
2

− (Λ+2ξ)qG(q, t) = 2ξe 2 4me e ( )∑ ξγ √∞ 
1 1 Λ t

s 

× e H2s+1( ξ q) (3.8.105) 
s! 4 Λ∗ 

m 

s=0 

22公式 (Rea > 0) ∫ ∞ 
2 

e −ax H2m+1(bx)H2n+1(cx)dx 
−∞ √ min(m,n) ( )m−k ( )n−k ( )2k+1∑ 2 − aπ 1 b2 − a c 2bc 
= (2m + 1)!(2n + 1)! 

a (m − k)!(n − k)!(2k + 1)! a a a 
k=0 

√
は n = 0, b = ξ, x = qと置くと, 

√ √ ( )∫ ∞ m 
2 √ ξ π (2m + 1)! ξ − a−aqqe H2m+1( ξq)dq = 

a a m! a−∞ 

となる. 
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となる. 公式（文献 [49]の P708の 4番を参照 23） 

∞ [ ]∑ ts √ √ 4tξq2 1 
H2s+1( ξ q) = 2 ξ(1 + 4t)− q exp , |t| < (3.8.106) 

s! 1 + 4t 2 
s=0 

3
2

を用いると, 式 (3.8.105)の和は( )s ( )−
1 Λ t Λ tξγ √ √ ξγ 

e H2s+1( ξ q) = 2 ξ 1 + e 
4 Λ∗ 

m 

Λ∗ 
m 

3 
2 

q exp 

[ ]
ξ Λ ξγ 

Λ∗ e m tq2 

1 + 
Λ
Λ 
∗ e 

ξγ t 
m 

∞∑ 1 
s! 

s=0 

(3.8.107)

となる. 式 (3.8.107)を用いると, 式 (3.8.105)は

−i β γ23 Λ− (Λ−ξ) tqG(q, t) = ξ 2 e e2 2 4me 
3 
2

( )− 
[ 

ξγ ]
ξ Λ t 2Λ Λ∗ e q3ξγ ξγ 

4m m t 1 + e t q exp 
m 

ξγ Λ∗ Λ 
m t1 + 

Λ∗ e 
3 

× (2Λ) (3.8.108)2 e 

となる. ここで, 関係式 

γ α 
(Λ − ξ) t = i t , (3.8.109)

4m 2 

e 
3 
2

( )− { ( )}− 
3ξγ Λ ξγ 1 − ξγ ξγ t t Λ ∗ t
4m m 2m 2m1 + e = e t + Λe 

Λ∗ 2 

3 
2 

(3.8.110) 
3 

(2Λ) 2 

と式 (3.8.93)を用いると, 式 (3.8.108)は

3 
2G(q, t) = ξ e 

3 
2 

22

{ ( )}− 
[ ( 

ξγ t 
) ]

1 − ξγ ξγ 1 1 − e mi α t −i β t 2 e Λ ∗ e 2m t + Λe 2m q exp − q
2 2 ξγ 

mΛ∗ + Λe t 

(3.8.111)

となる. 式 (3.8.111)は t = 0のとき, 

e 2
−i β 
{ }−
1 
(Λ ∗ + Λ) 

2 

3 
2 

−i β3 
G(q, 0) = ξ (3.8.112)2 2q = e q 

23公式 

∞ [ ] ( )∑ tm 4tx2 x 1n+1
2H2m+n(x) = (1 + 4t)− exp Hn √ , |t| < 

m! 1 + 4t 1 + 4t 2 
m=0 

√
は n = 1, x = ξqと置くと, 

∞ [ ]∑ tm √ √ 4tξq2 1 
H2m+1( ξq) = 2 ξ(1 + 4t)− 2

3 
q exp , |t| < 

m! 1 + 4t 2 
m=0 

となる. 
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となり, l = 1の場合の式 (3.8.47)を満たす.

式 (3.8.111)は式 (3.8.75)を用いると
3 
2 

q exp 

[ ( ) ]
ξγ sinh t ( 2m )q 2 

ξγ 2 cosh ζ + t
2m 

(3.8.113)

{ ( )}−
ξγ 

cosh ζ + t 
2m 

i α t −i β 
2 

3 
G(q, t) = ξ 2 e e2 

と書ける. 

l = 2の場合の一般解

式 (3.8.77)は l = 2の場合

3
2

3
2

2 

2 

1 1 ξ ∗ Λ−
2 

2 

√ ∫ ∞ √1 1 ξ − Λ ∗ 
−iβ 2 qAkNk = √ e √ q e Hk( ξ q)dq (3.8.114)

T0 2 2kk! π −∞

となる. 式 (3.8.114)は k = 2sと添え字を置き換えると, 
√ ∫ ∞ √ 

−iβ 2 qA2sN2s = √ e √ q e H2s( ξ q)dq (3.8.115)
T0 2 4s(2s)! π −∞

となる. 公式 

2 

( )( )∫ ∞ s√ √ 

2 

(2s)! 1 sξ ξ − a2 −aqq e H2s( ξ q)dq = πa− + , s = 0, 1, 2, . . . 2 

−∞ s! 2 ξ − a a 
(3.8.116)

を用いると, 式 (3.8.115)の右辺の積分が, ∫ ∞ ( )( )
2 − Λ ∗ 

q 
√ √ √ (2s)! sξ Λ s 

q e H2s( ξ q)dq = π 2Λ 1 + 4 (3.8.117) 
−∞ s! Λ Λ∗

となる . ここで , 式 (3.8.74)を用いた . 式 (3.8.117)を式 (3.8.115)に代入すると , 
A2sN2sが 

√ { }( )
1 Λ s 

4 Λ∗ 
ξ 1 13 1−iβA2sN2s Λ + 4Λ ξ (3.8.118)2 2= e 

(s − 1)!T0 s! 

2

と求まる. 一方, 公式 ∫ ∞ √ 
2 −aqq e H2s+1( ξ q)dq = 0 (3.8.119) 

−∞

を用いることで, 式 (3.8.114)は k = 2s + 1と添え字を置き換えると 

A2s+1N2s+1 = 0 (3.8.120) 
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となる . 式 (3.8.120)を式 (3.8.76)に代入すると , 和の添え字 kが奇数の場合の項は

全て 0になり , 和の添え字 kが偶数の場合の項のみ残ることがわかる . 従って, 式 

(3.8.76)は 

∞∑ √γ ξγ 2Λ− Λ t tsH2s 
qG(q, t) = T0e A2sN2se m ( ξ q) (3.8.121)2 4me 

s=0

となる. 式 (3.8.121)に式 (3.8.118)を代入すると, √ γ2Λ−iβ − Λ tqG(q, t) = ξe 2 4me e [ ( )∑∞ 
1 1 Λ ξγ 

s √ 
× Λ e t H2s( ξ q) 

s! 4 Λ∗ 
m 

s=0 

3 
2 ] 

(3.8.122)

( )∞∑ s √ 
H2s( ξ q) 

1 ξγ 1 Λ t 
4 Λ∗ 

me 
1 

+4Λ ξ2 

(s − 1)!
s=0

となる. 式 (3.8.88)から得られる公式

5 
2 

5 
2 

1 
2 

∞ { [ ]}∑ ts √ ∂ 4tξq2 
H2s( ξ q) = t (1 + 4t)− exp

(s − 1)! ∂t 1 + 4t 
s=0 ( ) [ 

4tξq2 ] 
1 

= −2t 1 + 4t − 2ξq2 (1 + 4t)− exp , |t| < 
1 + 4t 2 

(3.8.123)

を用いると, 式 (3.8.122)の和は 

∞ ( )∑ ξγ √1 1 Λ t
s 

e H2s( ξ q)
(s − 1)! 4 Λ∗ 

m 

s=0 ( ) ( )( )− 
[ 

ξγ ]
ξ Λ t 2 

ξγ ξγ ξγ 1 Λ t Λ Λ t Λ∗ e q 
m m m= − e 1 + e t − 2ξq2 1 + e exp 

m 

ξγ 2 Λ∗ Λ∗ Λ∗ Λ t 
m1 + 

Λ∗ e 
(3.8.124) 
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となる. 式 (3.8.124)と式 (3.8.88)を用いると, 式 (3.8.122)は 

G(q, t) { ( )− 
[ 

ξγ ]
ξ Λ t 2Λ Λ∗ e q

Λ 1 + e 
ξγ t exp 

m 

ξγ Λ∗ 
m 

Λ 
m t1 + 

Λ∗ e 

1 
23 

2 
√ γΛ 2 Λ−iβ − tqξe 2 4m= e e [ ]}

ξ Λ ξγ 

Λ∗ e m tq2 

1 + 
Λ
Λ 
∗ e 

ξγ t 
m

( ) (
ξγ Λ t 

Λ∗ 
me 

)( 
ξγ Λ Λ 

5)−
2ξγ 1 t − 2ξq2 t−2Λ ξ 1 + 1 + 2 e e expm m 

Λ∗ Λ∗ {
i α t −iβ 1 
2

( )− 
ξγ Λ t 

Λ∗ 
m1 + e 

1√ 2ξγ tξe ΛΛ e 4m2= e }(
( 

)( 
ξγ Λ Λ 

5)−
25 5ξγ ξγ t − 2ξq2t t−2ξΛ 1 + 1 + e 4m2 e em m 

Λ∗ Λ∗ [
− 
1 
2 

) ]
ξγ 
m1 − e t 

2 q 
mΛ∗ + Λe 
ξγ t 

× exp { )(
1 + t

)− 1 
2(

Λ 
√ Λ ξγ 

Λ∗ 
me 

1 ξγ i α 
2
t −iβ tξe Λ e 4m2= e 

)( )− 3 
2( Λξγ 3ξγ ξγ 3t t t−2ξΛe Λ 1 + 2m 2 e 4m 

Λ∗ 
me }
q exp 

[ ( ) ]
ξγ 
m1 1 − e t 

2− ξγ q
2 mΛ∗ + Λe t 

t
)( 5)− 

+4ξ2 
( Λ 25ξγ ξγ 5 2tΛ 1 + (3.8.125)2 e 4m e m 

Λ∗ 

となる. ここで, 

2 
1Λ γ t i α t ξγ t

4m 4m= e e , Λ 
53 

2 2= Λ (3.8.126)e 
Λ∗ 

と式 (3.8.93)を用いた. 式 (3.8.125)の中括弧 {}の中の式は関係式
1 
2

( )− ( )−Λ ξγ − ξγ ξγ t Λ ∗ t 
m 2m 2m1 + e = e t + Λe 

Λ∗ 

1 
2 

3 

1 ξγ tΛ (3.8.127)2 e 4m , 

2
( )− (

3ξγ Λ ξγ − ξγ ξγ t t Λ ∗ t
4m m 2m 2m1 + e = e t + Λe 

3 
3 2

5 

Λ (3.8.128)2 e ,
Λ∗ 

5 
2 

)− 

( )− ( )−5ξγ Λ ξγ − ξγ ξγ t t Λ ∗ t
4m m 2m 2m1 + e = e t + Λe 

Λ∗ 
5 2 

Λ (3.8.129)2 e 
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を用いると, )( )− 
ξγ Λ t 

Λ∗ 
m1 + e ( 

)( )− 
ξγ Λ t 

Λ∗ 
m1 + e 

1 
2 

Λ 
(
Λ 

ξγ 3ξγ 3
(
3 

ξγ t t t− 2ξΛe Λe 4m 2m e 4m2 )( )− 

( 

ξγ − ξγ ξγ 
2m 

2 
Λ ∗ t + Λe t = −2 sinh (3.8.130)t 2me ,

2m )( )− 5 

4ξ2 
(
Λ t

)− 5Λ 25 5ξγ ξγ − ξγ ξγ 
2m 

2 
Λ ∗2 = 4ξ2 2t t t + Λe 1 + (3.8.131)e 4m2 2me q e qm 

Λ∗ 

となる. 式 (3.8.130)と式 (3.8.131)を用いると, 式 (3.8.125)は√ { ( )( )− 
i α ξγ − ξγ ξγ t −iβ t

2mG(q, t) = ξe e −2 sinh t Λ ∗ e 2m t + Λe
2m ( )− 
} [ ( 

ξγ t 
)

− ξγ ξγ 1 1 − e 
+4ξ2 Λ ∗ e 2m t + Λe t q 2 exp − 

m

ξγ q2m 

2 t 
mΛ∗ + Λe 

5 
2 

[ ( ){ 
ξγ 

2 

3 
2 

]
2 

3( )}− 
− ξγ ξγ 

Λ ∗ t
2m 2me t + Λe 

√ 1 1 2 
i α t −iβ√ − sinhξ te e2= 

2m 22 ]
q exp 

[ (
1 − 
2 

) ]
2 q 

5{ ( )}−
1 − ξγ ξγ 

Λ ∗ t
2m 2me t + Λe 

2 
m1 − e 
ξγ t2 

+ξ2 2 (3.8.132)ξγ 
Λ∗ + Λe t 

m 

となる. 式 (3.8.132)は t = 0のとき, 

5 
2

{ }− 
−iβ ξ 

1 
e 

1
(Λ ∗ + Λ) 

2 2 

5 
2 1 −iβ2 2√ √G(q, 0) = (3.8.133)q = e q 

2 

式 は の場合(3.8.77) l 3= 

3
2

2 
2 

3 
2 

2

となり, l = 2の場合の式 (3.8.47)を満たす.

式 (3.8.132)は式 (3.8.75)を用いると √ { ( ) }
ξ ξγ ξ2 

i α t −iβ 2G(q, t) = e e − sinh t + ( )q
ξγ 2 2m cosh ζ + t { ( )}− 

[ ( 2m ) ]
ξγ 

ξγ sinh t 
× cosh ζ + t exp ( 2m ) q 2 (3.8.134)

2m 2 cosh ζ + ξγ t
2m

と書ける. 

l = 3の場合の一般解 

√ ∫ ∞ √1 1 ξ − Λ ∗ 
−i β 3 qAkNk = √ e √ q e Hk( ξ q)dq (3.8.135)

T0 3! 2kk! π −∞ 

3 
2 
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となる. 式 (3.8.135)は k = 2s + 1と添え字を置き換えると, 
√ ∫ ∞ √1 1 ξ − Λ ∗ 

−i β 3 qA2s+1N2s+1 = √ e √ q e H2s+1( ξ q)dq
T0 3! 22s+1(2s + 1)! π −∞ 

(3.8.136) 

∫ ∞ 

2 

√ 
3 −aqq e H2s+1( ξ q)dq 

−∞ ( )( )√ √ s
(2s + 1)! 3 sξ ξ − a 

= πa− ξ + , s = 0, 1, 2, . . . (3.8.137) 
s! 2 ξ − a a

を用いると, 式 (3.8.136)の右辺の積分が, 

5
2

2

となる 公式. 
2 

3
2

( )( )
3 sξ Λ 
+ 2 

2 Λ Λ∗ 

∫ ∞ √ √ √ s
(2 + 1)! s 

2
5− Λ ∗ 

3 qe H2s+1( 
2 

2 ξ q)dq = π(2Λ) ξq 
s!−∞ 

3
2

5
2

(3.8.138)

となる . ここで , 式 (3.8.74)を用いた . 式 (3.8.138)を式 (3.8.136)に代入すると , 

2 

A2s+1N2s+1が ( )( )
ξ 1 3 1 ξ 1 1 Λ s 

A2s+1N2s+1 = √ e −i β(2Λ) + 
Λ∗ (3.8.139)

T0 3! 4 s! Λ (s − 1)! 4

と求まる. 一方, 公式 ∫ ∞ √ 
3 −aqq e H2s( ξ q)dq = 0 , s = 0, 1, 2, . . . (3.8.140) 

−∞

を用いることで, 式 (3.8.135)は k = 2sと添え字を置き換えると 

A2sN2s = 0 (3.8.141)

となる . 式 (3.8.141)を式 (3.8.76)に代入すると , 和の添え字 kが偶数の場合の項は

全て 0になり , 和の添え字 kが奇数の場合の項のみ残ることがわかる . 従って, 式 

(3.8.76)は 
∞∑ √

2 γ ξγ Λ− (Λ+2ξ) t tsH2s+1( ξ q) (3.8.142)qG(q, t) = T0e A2s+1N2s+1e2 4me m 

3
2

Λ
2

2 

s=0

となる. 式 (3.8.142)に式 (3.8.139)を代入すると, 
1 −i β − q (Λ+2ξ)G(q, t) = ξ√ e e e 

γ
4m

t(2Λ) 
3! 

5 
2 [ 

∞ (∑3 1 1 Λ × e 
4 s! 4 Λ∗ 

s=0 
∞ (∑ξ 1 1 

+ 
Λ (s − 1)! 4 

s=0 

)s 
ξγ √ 
m t H2s+1( ξ q) 

) ]
s

Λ ξγ t 
√ 

Λ∗ 
me H2s+1( ξ q) (3.8.143) 
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となる. 式 (3.8.106)から得られる公式 

∞∑ ts √ 
H2s+1( ξ q)

(s − 1)!
s=0 { [ ]}

∂ √ 4tξq2 
= t 2 ξ(1 + 4t)− q exp

∂t 1 + 4t 
3 
2 

exp2

[ ]
4tξ 2 q

1 + 4t 
, |t| <

{
= −4t 3q ξ(1 + 4t) − 2q 

}√ 13ξ (1 + 4t)− (3.8.144)
2 

を用いると, 式 (3.8.143)の和は

3 
2 

( )∑ ξγ √∞ 
1 1 Λ t

s 

e H2s+1( ξ q)
(s − 1)! 4 Λ∗ 

m 

s=0 ( ) { ( ) }( )− 
ξγ √ ξγ ξγ Λ Λ Λ 

= − e m t 3q ξ 1 + e m t − 2q 3ξ 1 + e m t 
Λ∗ Λ∗ Λ∗ [ ]

ξ Λ ξγ t 
Λ∗ e × exp 

m

ξγ q 2 

1 + 
Λ
Λ 
∗ e t 

m 
(3.8.145) 

73 
2 

7 
2 
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となる. 式 (3.8.145)と式 (3.8.107)を用いると, 式 (3.8.143)は 

G(q, t) 

q2 
exp 

[ ]
ξ Λ ξγ t 

m 
Λ∗ e 2 q 

m1 + 
Λ
Λ 
∗ e 

ξγ t 

1 γ 53 Λ−i −β (Λ+2ξ) t(2Λ)= ξ√ 2 4m 2 2e e e 
3! [ ( )−√3 Λ × ξ 1 + e 

ξγ t 
2 Λ∗ 

m 

{ 

3 
2 

q ]( 7) }( )− 
3
2 

ξγ 
− 2q 3ξ 1 + 

Λ

Λ 
∗ e m t 

√ Λξγ ξγ t t−Λξe 3q ξ 1 + em m 

Λ∗ [
γ1 153

( ) ]
ξγ t 
m 

2 qξγ t 
m 

1 − e−i β (Λ−ξ) t(2Λ)= ξ√ −2 4m 2e e exp 
2 Λ∗ + Λe 3! [ ( )( √ ξγ ξγ 

2m−3 ξe t sinh t 
2m ] 

5)−
Λ 23ξγ ξγ t t1 + × e 4m e qm 

Λ∗ ( )− 
me q 

7 
2Λ ξγ ξγ 5 3t t+2Λξ 1 + e2 m 

Λ∗ [ ( ) ]
ξγ 
m 

− ξγ q 
1 1 − e t 

2 
2 t 

mΛ∗ + Λe 
1 3 

2 
αi
2
t −i β e= ξ√ e exp 

3! [ (√ 
−3 ξ sinh 

( 

5 
2

) ( )− 
5ξγ ξγ t Λ t
4m m(2Λ) e 1 + e 

Λ∗ ] 

5 
2ξγ 

2m 
× t q 

7)−
Λ 275 7ξγ ξγ 3t t

2+ξ (2Λ) 2 e 4m 1 + (3.8.146)e qm 

Λ∗ 

3
2

となる. ここで, 計算の途中で関係式 ( ) ( )√ √3 Λ t t ξγ 
ξ 1 + e 

ξγ
m − 3Λξ e 

ξγ
m = −3 ξe

ξγ
2m

t sinh t 
2 Λ∗ 2m

と式 (3.8.93)を用いた. 式 (3.8.146)は関係式

5 
2

( )− { ( )}− 
5ξγ Λ ξγ 1 − ξγ ξγ t t Λ ∗ t
4m m 2m 2m1 + e = e t + Λe 

Λ∗ 2 )}− 

5 
2 

7 
2 

, 
5 

(2Λ) (3.8.147)2 e 

2
( )− { (

7ξγ Λ ξγ 1 − ξγ ξγ t t Λ ∗ t
4m m 2m 2m1 + e = e t + Λe 

7 
7 

(2Λ) (3.8.148)2 e 
Λ∗ 2 
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を用いると, [ ( ){ ( )}−√1 i α ξγ 1 − ξγ ξγ t −i β tG(q, t) = ξ√ e e −3 ξ sinh t Λ ∗ e 2m t + Λe 2m 

3! 2m 2 { ] [ ( ) 

3 
22 

5 
2 

q ]( )}− 
− ξγ ξγ 

Λ ∗ t
2m 2me t + Λe 

( 

7 
m1 − e 
ξγ t1 125 3 2−+ξ 2 q exp qξγ 2 2 Λ∗ + Λe t 

m [ ){ ( )}−
1 − ξγ ξγ 

Λ ∗ t
2m 2me t + Λe 

2 ] [ ) 

5 
2√ 1 −3ξ sinh 

ξγ 
2m 

i α t −i 3βξ√ te e2 2= q 
3! ( ]{ ( )}−
1 − ξγ ξγ 

Λ ∗ t
2m 2me t + Λe 

2 

7 
m1 − e 
ξγ t12 

+ξ3 3 2−q exp qξγ 2 Λ∗ + Λe t 
m 

(3.8.149)

となる. 式 (3.8.149)は t = 0のとき, 

7 
2

{ }−
1 13− ∗i β ξ (Λ + Λ) 2e

23! 

7 
2 1 3−i3 β 3√ √G(q, 0) = (3.8.150)2q = e q 

3! 

2

式 は の場合(3.8.77) l 4= 

√ √ 

2 

2 

1 1 ξ ∗ Λ−
2 

2 

5 
2 

3 
2

となり, l = 3の場合の式 (3.8.47)を満たす.

式 (3.8.149)は式 (3.8.75)を用いると √ { ( ) }
ξ ξγ ξ3 

i α t −i β 3G(q, t) = e e −3ξ sinh t q + ( )q
3! 2m cosh ζ + 

2 
ξγ 
m t { ( )}− 

[ ( ) ]
ξγ sinh ξγ t 

× cosh ζ + t exp ( 2m )q 2 (3.8.151)
ξγ 2m 2 cosh ζ + t
2m

と書ける. 

l = 4の場合の一般解 

√ ∫ ∞ √1 1 ξ − Λ ∗ 
−2iβ 4 qAkNk = e q e Hk( ξ q)dq (3.8.152)

T0 4! 2kk! π −∞

となる. 式 (3.8.152)は k = 2sと添え字を置き換えると, 
√ ∫ ∞ √ 

−2iβ 4 qA2sN2s = √ e √ q e H2s( ξ q)dq (3.8.153)
T0 4! 4s(2s)! π −∞ 
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∫ ∞ √ 
4 −aqq e H2s( ξ q)dq 

−∞ { }( )√ (2s)! 3 3ξ ξ2 ξ − a s 

= πa− + s + s(s − 1) , s = 0, 1, 2, . . . 

5
2

s! 4 ξ − a (ξ − a)2 a 
(3.8.154)

を用いると, 式 (3.8.153)の右辺の積分が, ∫ ∞ √ 
− Λ ∗ 

4 qq e H2s( ξ q)dq 
−∞ { ( ) ( ) }( )√ (2s)! 3 6ξ 4ξ2 Λ s 

5
2= π(2Λ) + s + s(s − 1) (3.8.155) 
s! 4 Λ Λ2 Λ∗ 

2

となる . ここで , 式 (3.8.74)を用いた . 式 (3.8.155)を式 (3.8.153)に代入すると , 
A2sN2sが 

A2sN2s 
√ { }( )
ξ 1 3 1 6ξ 1 4ξ2 1 1 Λ s 

= √ e −2iβ (2Λ) + + (3.8.156)

2 

T0 4! 4 s! Λ (s − 1)! Λ2 (s − 2)! 4 Λ∗ 

2 

2

と求まる. 一方, 公式 ∫ ∞ √ 
4 −aqq e H2s+1( ξ q)dq = 0 (3.8.157) 

となる 公式. 

5
2

−∞

を用いることで, 式 (3.8.152)は k = 2s + 1と添え字を置き換えると 

A2s+1N2s+1 = 0 (3.8.158)

となる . 式 (3.8.158)を式 (3.8.76)に代入すると , 和の添え字 kが奇数の場合の項は

全て 0になり , 和の添え字 kが偶数の場合の項のみ残ることがわかる . 従って, 式 

(3.8.76)は 

∞∑ √
2 γ ξγ 

G(q, t) = T0e − q Λ t tsH2s( ξ q) (3.8.159)A2sN2se m4me 
s=0 

Λ 
2 
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となる. 式 (3.8.159)に式 (3.8.156)を代入すると, √ 1 γ2Λ t(2Λ) 
5 
2

−2iβ − ΛqG(q, t) = ξ√ 2 4me e e 
4! [ ( )∑ ξγ √3 ∞ 

1 1 Λ t
s 

× e H2s( ξ q)
4 s! 4 Λ∗ 

m 

s=0 ( ) ( )
6ξ ∞ 

1 1 Λ t
s 

+ 
∑ 

e 
ξγ
m H2s( 

√ 
ξ q) 

9 
2 

Λ (s − 1)! 4 Λ∗ ( )s=0 
∞ ( ) ]

s
4ξ2 ∑ 1 1 Λ ξγ √ 

+ e t H2s( ξ q) (3.8.160)
Λ2 (s − 2)! 4 Λ∗ 

m 

2

となる. 式 (3.8.88)から得られる公式 

∞ { [ ]} 

=0s 

1
∑ ts √ ∂2 4tξq2 

H2s( ξ q) = t2 (1 + 4t)− exp
(s − 2)! ∂t2 1 + 4t 

9 
2 

s=0 { } [ 
4tξq2 ] 

1 
= 4t2 3(1 + 4t)2 − 12ξ(1 + 4t)q 2 + 4ξ2 q 4 (1 + 4t)− exp , |t| < 

1 + 4t 2 
(3.8.161)

を用いると, 式 (3.8.160)の和は ( )∞ s∑ ξγ √1 1 Λ 
e m t H2s( ξ q)

(s − 2)! 4 Λ∗ 
s=0 { ( )2 ( ) }

1 8 ξγ Λ Λt t t 4 = Λ4 e 4m 3 1 + e 
ξγ
m − 12ξ 1 + e 

ξγ
m q 2 + 4ξ2 q

4 Λ∗ Λ∗ ( )− 
[ ]

ξγ 
ξ Λ t 2 

m 

× 1 + e m exp ξγ (3.8.162) 
Λ t Λ∗ e qξγ 

Λ∗ Λ 
m t1 + 

Λ∗ e 
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となる. 式 (3.8.89), 式 (3.8.124), 式 (3.8.162)を用いると, 式 (3.8.160)は

G(q, t) [ ]
ξγ √ 1 5 2 ξ 

Λ
Λ 
∗ e m tq2 

i α t − Λ q= ξ√ e 2 e −2iβ (2Λ) 2 e 2 exp ξγ 
4! 1 + 

Λ
Λ 
∗ e t 

m [ ( )− 1 ( )( )− 5 
ξγ ξγ 5ξγ ξγ ξγ 3 Λ 2 Λ Λ 2 

t t t t
4m m m× e 1 + e m − 3ξΛe 4m 1 + e t − 2ξq2 1 + e 

4 Λ∗ Λ∗ Λ∗ { ( )2 ( ) }( )− 9 ]
9ξγ ξγ ξγ ξγ Λ Λ Λ 2 

t t t 4 t
4m m m m+ξ2Λ2 e 3 1 + e − 12ξ 1 + e q 2 + 4ξ2 q 1 + e 

Λ∗ Λ∗ Λ∗ [ ( ) ]
ξγ √ m t1 1 1 − ei α t 2 = ξ√ e 2 e −2iβ (2Λ) 2

5 
exp − q

t [ { 
m ( )2 ( ) 

4! 2 Λ∗ + Λe 
ξγ 

1 − ξγ Λ ξγ Λ ξγ t t t
2 m× 3Λ− 5 

e 1 + e m − ξΛ 1 + e m 

4 Λ∗ Λ∗ } ( )− 5 
ξγ 5 5ξγ ξγ Λ 2 
m+ξ2Λ2 e t Λ 2 e 4m t 1 + e m t 

Λ∗ { ( ) } ( )− 7 

− ξγ ξγ ξγ 7 7ξγ ξγ t Λ t t t Λ t 2
2 2m m 2m m+ 6ξ2Λ− 5 

e 1 + e − 2ξΛe Λ 2 e 4m 1 + e 
2 

q
Λ∗ Λ∗ ( )− 9 ]

9 9ξγ ξγ t Λ t 4
2 Λ 2 e 4m m+4ξ4Λ− 5 

1 + 
Λ∗ e 

2 

q (3.8.163)

となる . ここで , 計算の途中で式 (3.8.93)を用いた . 式 (3.8.127)∼(3.8.129)と式 

(3.8.127)から得られる関係式 ( )− 7
2 ( )− 7 

7 7ξγ Λ ξγ − ξγ ξγ 2t t Λ ∗ 
2m t4m m 2mΛ 2 e 1 + e = e t + Λe , (3.8.164)

Λ∗ ( )− 9
2 ( )− 9 

9 9ξγ Λ ξγ − ξγ ξγ 2t t Λ ∗ tΛ 2 e 4m 1 + 
Λ∗ e m = e 2m t + Λe 2m , (3.8.165) 

( ) ( )
− ξγ Λ ξγ t t t e 2m 1 + e 

ξγ
m − 2ξΛe

ξγ
2m = −2 sinh t , (3.8.166)

Λ∗ 2m ( )2 ( )
1 − ξγ Λ ξγ Λ ξγ ξγ t t t + ξ2Λ2 t e m 1 + 

Λ∗ e m − ξΛ 1 + 
Λ∗ e m e m 

4 { ( )}2
ξγ 

= sinh t (3.8.167)
2m 
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を用いると, 式 (3.8.163)は

5 
2 exp 

[ ( ) ]
ξγ 
m1 1 − e t 

2− ξγ q
2 mΛ∗ + Λe t 

√ 1 
e i 

α t −2iβ 2e2ξ√G(q, t) = 
4! [ { (

3 sinh 
)}2 ( )− 

7 
2 

5 
2ξγ 

2m )(ξγ − ξγ ξγ 
2m 

− ξγ ξγ 
Λ ∗ e 2m t + Λe 2m t× t 

t
)− 

Λ ∗−12ξ2 sinh 2t + Λe t 2me q
2m

(
( )− 

]
− ξγ ξγ 

+4ξ4 Λ ∗ e 2m t + Λe 2m t q 4 
9 
2 

[ (√ 1 i α 1 1 − et −2iβξ√ e e exp − 
24! Λ∗ + Λe 

2

) ]
ξγ t 
m 

2 qξγ t 
m 

= [ { (
3 sinh 

( 

)}2 {
1 
2 

(ξγ 
2m 

t − ξγ ξγ 
Λ ∗ e 2m t + Λe 2m t× 

){ (ξγ 1 
t 

2m 2 
t 

7

)}− 

)}−
2 

− ξγ ξγ 
Λ ∗ e 2m t + Λe − 6ξ2 sinh 2

2m q 

q 4
]

+ξ4 
{ (1 
2 

9)}−
2 

− ξγ ξγ 
Λ ∗ e 2m t + Λe t (3.8.168)2m 

となる. 式 (3.8.168)は t = 0のとき, 

9 
2

{ }− 
−2iβ ξ 

1 
e 

1
(Λ ∗ + Λ) 

4! 2 

9 
2 1 −2iβ4 4√ √G(q, 0) = (3.8.169)q = e q 

4! 

2 

2 が成り立つことの確認| |3.8.7 ( ) 1tc = nn 

5 

2

となり, l = 4の場合の式 (3.8.47)を満たす.

式 (3.8.168)は式 (3.8.75)を用いると √ [ { ( )}2 ( )
ξ ξγ ξγ ξ2 

i α t −2iβ 2G(q, t) = e e 3 sinh t − 6 sinh t ( )q
4! 2m 2m cosh ζ + ξγ t ]{ ( )}− 

[ (2m ) ]
ξ4 ξγ sinh ξγ t4 2m 2+{ ( )}2 q cosh ζ + t exp ( )q

ξγ 2m 2 cosh ζ + ξγ tcosh ζ + t 2m2m 

(3.8.170)

と書ける. 

∑∞ 

∑∞ここでは, 特に n |cn,0(t)|2 = 1が成り立つことを実際に確認する. 
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⎪⎪⎪
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
⎪⎪⎪

いま, 実数 ξ ′を ) 1 
2ξ ′ := 4m 2α2/γ2 − 1 (3.8.171)

と定義する. ここで, ξ = iξ ′である. また, 式 (3.6.12)を用いると, 

cosh (ζ + ξγt/2m) = ξ cosh (ξγt/2m) + i(2mα/γ) sinh (ξγt/2m) (3.8.172)

が得られる.

式 (3.6.14)の絶対値２乗は (a)の場合に 

( 

⎧ ⎪⎨ 

⎪⎩ 

{(n−1)!!}2 2ξ ′ {sin (ξ ′ γt/2m)}n ξ ′2 + {sin (ξ ′ γt/2m)}2
]− 1 (n+1)[

n!

|cn,0(t)|2 = , n = 0, 2, 4, . . . , 

0, n = 1, 3, 5, . . . 

(3.8.173) 

となる. ここで, 式 (3.8.171)と |cosh (ζ + ξγt/2m)|2 = ξ ′2 + {sin (ξ ′ γt/2m)}2を用
いた.

式 (3.6.15)の絶対値２乗は ⎧⎨ ⎩ 

{(n−1)!!}2 (γt/2m)n 

2)(n+1)/2 , n = 0, 2, 4, . . . ,
n! (1+γ2t2/4m|cn,0(t)|2 = (3.8.174) 

0 , n = 1, 3, 5, . . .

となる.

式 (3.6.14)の絶対値２乗は (c)の場合に⎧ ⎪⎨ 

⎪⎩ 

[{(n−1)!!}2 2ξ {sinh (ξγt/2m)}n {cosh (ξγt/2m)}2 − 4m2α2/γ2
]− 1 (n+1) 

n! 

|cn,0(t)|2 = , n = 0, 2, 4, . . . , 

0, n = 1, 3, 5, . . . 

(3.8.175) 

√ 
∑

となる. ここで,式 (3.8.172)と |cosh (ζ + ξγt/2m)|2 = {cosh (ξγt/2m)}2−4m2α2/γ2

を用いた.

公式の導出

ここでは, 
∞ {(2n − 1)!!}2 1 

x n = , 0 ≤ x < 1 (3.8.176) 
n=0 

(2n)! 1 − x 
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が成り立つことを示す. 
いま, 

∞∑ (2n)! 2n+1arcsin (z) = z ,
22n(2n + 1)(n!)2 

n=0 

|z| ≤ 1 , (3.8.177) 

d 1 
arcsin (z) =√ ,

dz 21 − z
z ̸= ±1 (3.8.178)

が成り立つ. 式 (3.8.177)と式 (3.8.178)から, 
∞∑ (2n)! 2n z =√ 1 

, (3.8.179)|z| < 1 
22n(n!)2 1 − z2 

n=0

であることがわかる. 関係式 

(2n − 1)!!2n n! 

= {(2n − 1)(2n − 3) · · · 1} [(2n){2(n − 1)}{2(n − 2)} · · · (2)(1)] 

= {(2n − 1)(2n − 3) · · · 1}{2n(2n − 2)(2n − 4) · · · 2} 

= 2n(2n − 1)(2n − 2)(2n − 3)(2n − 4) · · · (2)(1) = (2n)! (3.8.180)

を用いると 

(2n)! {(2n − 1)!!}2 
= (3.8.181)

22n(n!)2 (2n)!

が得られる. 式 (3.8.181)を式 (3.8.179)に代入すると ∑∞ {(2n − 1)!!}2 1 
z 2n =√ , |z| < 1 (3.8.182)

(2n)! 1 − z2 
n=0

となる. 式 (3.8.182)は xを正の実数として, z2 = xとおくと, ∑∞ {(2n − 1)!!}2 1 
x n =√ , 0 ≤ x < 1 (3.8.183)

(2n)! 1 − x n=0

となる. 以上のことから式 (3.8.176)が成り立つことが示された. 

(a)の場合

式 (3.8.173)は nを 2nに置き換えたとき, [ [ ]
2 |c2n,0(t)|2 = ξ ′ ξ ′2 + {sin (ξ ′ γt/2m)}2

]− 1 {(2n − 1)!!}2 {sin (ξ ′ γt/2m)}2 n 

(2n)! ξ′2 + {sin (ξ′γt/2m)}2 

(3.8.184) 
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∞∑ 
|c2n,0(t)|2 

n=0 [ ]∑[
ξ ′2 2

]− ∞ {(2n − 1)!!}2 {sin (ξ ′ γt/2m)}2 n 

= ξ ′ + {sin (ξ ′ γt/2m)} 
(2n)! ξ′2 + {sin (ξ′γt/2m)}2 

n=0 

(3.8.185)

となる. 式 (3.8.185)の右辺の無限和は, 公式 (3.8.176)を用いると,

と書ける 式 の無限和は(3.8.184). 

1
2

[ ]∑∞ {(2n − 1)!!}2 {sin (ξ ′ γt/2m)}2 n 
1 [ 2

]
ξ ′2 = + {sin (ξ ′ γt/2m)}

(2n)! ξ′2 + {sin (ξ′γt/2m)}2 ξ′ 
n=0 

1 
2 

1
2

1
2

(3.8.186)

となる. ここで, 関係式 

ξ ′2{sin (ξ ′ γt/2m)}2 

1 − = , (3.8.187)
ξ′2 + {sin (ξ′γt/2m)}2 ξ′2 + {sin (ξ′γt/2m)}2 

{sin (ξ ′ γt/2m)}2 

0 ≤ < 1 (3.8.188)
ξ′2 + {sin (ξ′γt/2m)}2

を用いた. 式 (3.8.186)を式 (3.8.185)に代入すると, 
∞ ∞∑ ∑ 

|cn,0(t)|2 = |c2n,0(t)|2 = 1 (3.8.189) 
n=0 n=0

が得られる. 

(b)の場合

式 (3.8.174)は nを 2nに置き換えたとき, ( )
2)− {(2n − 1)!!}2 γ2t2/4m2 n 

|c2n,0(t)|2 = (1 + γ2t2/4m (3.8.190)
(2n)! 1 + γ2t2/4m2

と書ける. 式 (3.8.190)の無限和は 
∞ ∞ ( )n∑ ∑ 2{(2n − 1)!!}2 γ2t2/4m |c2n,0(t)|2 = (1 + γ2t2/4m 2)− (3.8.191)

(2n)! 1 + γ2t2/4m2 
n=0 n=0

となる. 式 (3.8.191)の右辺の無限和は, 公式 (3.8.176)を用いると, 
∞ n∑ {(2n − 1)!!}2 ( 

γ2t2/4m2 )
2 = (1 + γ2t2/4m 2)

(2n)! 1 + γ2t2/4m 
n=0 

1 
2 (3.8.192) 
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となる. ここで, 関係式 

γ2t2/4m2 1 
1 − 

2 = 
2 , (3.8.193)

1 + γ2t2/4m 1 + γ2t2/4m 
γ2t2/4m2 

0 ≤ 
2 < 1 (3.8.194)

1 + γ2t2/4m

を用いた. 式 (3.8.192)を式 (3.8.191)に代入すると, ∑ ∑∞∞ 

|cn,0(t)|2 = |c2n,0(t)|2 = 1 (3.8.195) 
n=0 n=0

が得られる. 

(c)の場合

式 (3.8.175)は nを 2nに置き換えたとき, 

|c2n,0(t)|2 = ξ 
[
{cosh (ξγt/2m)}2 − 4m 2α2/γ2

]− [
{(2n − 1)!!}2 {sinh (ξγt/2m)}2 

× 
(2n!) 

1 
2 ]n 

(3.8.196)
{cosh (ξγt/2m)}2 − 4m2α2/γ2 

と書ける. 式 (3.8.196)の無限和は

∞ 
n=0 [∑ 

∞∑ [ ]−22 2 2 2| | { } −( ) ξ cosh (ξγt/2 ) 4 α /γtc = m m2 0n, 

22{ − } { }(2 1)!! sinh (ξγt/2 )n m × 
(2n!)

n=0 

1 
2 

]n 

(3.8.197)
{cosh (ξγt/2m)}2 − 4m2α2/γ2 

1 
2 

∞

となる. 式 (3.8.197)の右辺の無限和は, 公式 (3.8.176)を用いると, [ ]∑ n 
{(2n − 1)!!}2 {sinh (ξγt/2m)}2 

(2n!) {cosh (ξγt/2m)}2 − 4m2α2/γ2 
n=0 

=
1 [{cosh (ξγt/2m)}2 − 4m 2α2/γ2

] 
(3.8.198)

ξ

となる. ここで, 関係式 

ξ2{sinh (ξγt/2m)}2 

1 − = , (3.8.199)
{cosh (ξγt/2m)}2 − 4m2α2/γ2 {cosh (ξγt/2m)}2 − 4m2α2/γ2 

{sinh (ξγt/2m)}2 {sinh (ξγt/2m)}2 

= 
{cosh (ξγt/2m)}2 − 4m2α2/γ2 {cosh (ξγt/2m)}2 − 1 + 1 − 4m2α2/γ2 

{sinh (ξγt/2m)}2 

= < 1 (3.8.200)
{sinh (ξγt/2m)}2 + ξ2 
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を用いた. 式 (3.8.198)を式 (3.8.197)に代入すると, 

∞ ∞∑ ∑ 
|cn,0(t)|2 = |c2n,0(t)|2 = 1 (3.8.201) 

n=0 n=0

が得られる.

式 (3.8.189), 式 (3.8.195), 式 (3.8.201)から 
∑∞ |cn,0(t)|2 = 1が成り立つことが n ∑∞確かめられた . 同様の操作を行うことにより , 他の lの場合も n |cn,l(t)|2 = 1が

成り立つことが確かめられる. 

3.8.8 γ → 0の場合の遷移確率の時間変化

ここでは , γ → 0極限における遷移確率の時間変化を調べる . 以下では特に (c)

の場合（γ < γ∗の場合）の |cn,0(t)|2の時間変化を調べる.

初めに, 式 (3.8.171)で定義した ξ ′は γ → 0極限で 

lim ξ ′ = ∞ (3.8.202)
γ→0

となり, 発散することがわかる. 式 (3.8.173)は n = 0の時に[ ]− 
= ξ ′ ξ ′2 2|c0,0(t)|2 + {sin (ξ ′ γt/2m)} 

1 
2 

(3.8.203) 

と書ける . 式 (3.8.202)からわかるように , 式 (3.8.203)の γ → 0極限は [ ] の中の 

ξ ′2が {sin (ξ ′ γt/2m)}2に比べて十分大きくなるため

lim |c0,0(t)|2 = ξ ′ (ξ ′2)− 
γ→0 

1 
2 = 1 (3.8.204) 

となる. 同様に n ≠ 0の時の式 (3.8.173)の γ → 0極限は 

{(n − 1)!!}2 
lim |cn,0(t)|2 = (ξ ′ )−n {sin (ξ ′ γt/2m)}n 

= 0 (3.8.205)
γ→0 n!

となる . 式 (3.8.204)と式 (3.8.205)から , γ → 0極限において , 基底状態の遷移確率

は任意の時刻で 1となり , 励起状態の遷移確率は任意の時刻で 0となることがわか

る. 図 (3.9)は, 固定された値 m = ω = 1に対して , γをそれぞれ γ = 0と γ = 0.5

とした場合の |cn,0(t)|2 (n = 0, 2, 4, 6)のグラフを表している . 図 (9a)から , γ = 0

の場合には励起状態への遷移は起こらないことが示される .（赤線 , 青線 , 黒点線の

グラフは, 全て重なって書かれていることに注意する .）図 (9b)におけるグラフは
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図 3.4の図 (4a)におけるグラフと比べて , 振幅と周期が小さいことがわかる . この

ため , γの値が小さくなるに従って , 基底状態の遷移確率は 1の周りを振動して , 励

起状態の遷移確率は 0の周りを振動することがわかる . 図 (9b)から , γの値がある
限り, 励起状態の遷移確率は 0ではないことが示される.

以上のことから , γ → 0極限において , 初期時刻における状態が基底状態である

場合 , 時間が経過しても励起状態へ遷移しないことがわかる . また , γ → 0極限に
おいて, 初期時刻における状態が励起状態である場合も同様に, 

lim |cn,l(t)|2 = δnl (3.8.206)
γ→0

が成り立ち, 時間が経過しても他の状態へ遷移しないことがわかる. 
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図 3.9: 図 (9a)と図 (9b)は固定された値 m = ω = 1に対して, γをそれぞれ γ = 0

と γ = 0.5とした場合の |cn,0(t)|2 (n = 0, 2, 4, 6)のグラフを表している. 
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3.8.9 断熱近似をした場合の波動関数の導出

ここでは , 断熱近似をした場合の波動関数を導出する . エネルギー演算子 Ê 
S(t)

の時間変化がゆるやかであり , Ê 
S(t +∆t) − Ê 

S(t)がエネルギー準位の差 En − En ′

に比べてほどんど無視できるとする. このとき, 

1 DÊ 
S(t) 

S⟨n, t| |n ′ , t⟩S ≈ 0 (3.8.207) 
′En − En Dt 

のような断熱近似を行うことができる . 式 (3.8.207)を式 (3.6.4)に用いると , cn(t)
は定数 cnとなる . さらに , 初期条件 cn(0) = δnlから cn = δnl (l = 0, 1, 2, . . .)とな
る. この式を式 (3.6.6)に用いると 

∞ [ ]∑ i 
ψ(X, t) = δnl exp Θnt ϕn(X, t)ℏ 

n [ ]
i 

= exp Θlt ϕl(X, t) (3.8.208)
ℏ

が得られる . 断熱近似をした場合 , 時間経過と共に , 異なるエネルギー準位間への

遷移は起こらず, 波動関数の力学的位相のみが変化することがわかる.

いま, γ = 0の場合に, ( )
1 

Θl = −ℏω l + , (3.8.209a)
2 ( ) 1 (√ ) [ ]1 mω mω mω 

ϕl(X, t) = √ 4 
Hn X exp − X2 (3.8.209b) 

2nn! πℏ ℏ 2ℏ

が成り立つ . 従って, 式 (3.8.208)は γ = 0の場合に , 初期条件 ψ(X, 0) = ϕl(X, 0)
を満たす通常の調和振動子の波動関数に帰着する. 
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第4章 結論

本論文では , 初めに Bateman模型に対する２つの量子化法を論じた . まず , 擬 

Bogoliubov変換を用いることにより , Feshbach-Tikochinskyの量子化法で導かれ
る結果を簡潔に再現した . このとき得られるエネルギー固有値に下限はなく , 力学

的な視点から考えると , 系の不安定性の問題が生じる . この問題を解決するために , 
Bateman模型に虚数スケーリング量子化法を適用した . 結果として得られるエネ

ルギー固有値に下限が生じ , 系の不安定性の問題が解決する . また , Schrödinger方
程式の特殊解 (2.4.23)は崩壊状態と成長状態に加えて , 安定状態も表し得ることが

わかった . この安定状態は , Feshbach-Tikochinskyの量子化法には現われなかった
ものである.

次に , Bateman模型自体の問題点を指摘し , 減衰調和振動子のみを記述する修正

された Bateman模型を提案した . また , この模型に基づき減衰調和振動子の量子

化を行った . その際に , ハミルトニアン演算子 Ĥとは別に調和振動子に対するエネ

ルギー演算子 Êを定義し , その固有値問題を解いた . このとき固有値 (3.4.18)は調

和振動子の固有値に対して , 時間経過と共に減衰する項を掛けたものとして得られ

た. また , 固有関数 (3.5.15)は時間経過と共に , 原点付近に収束することが分かっ

た. その後 , Schrödinger方程式を解き , エネルギー固有状態間の遷移確率の時間変 
√

化を論じた . その際に , 新たな臨界定数 γ∗ ≡ ( 5 − 1)mωを基準として , 遷移確率

の時間変化は３つの場合に分けられることを示した . 以上の考察から , 量子力学に

おける減衰調和振動子は , エネルギー固有値が等しい間隔を保ちながら時間経過と

共に指数関数的に減少し , それに応じてエネルギー固有状態間の遷移を伴うものと

理解される.

第 2.2節でも述べたように , 減衰調和振動子のような散逸系において , 系のハミ

ルトニアンと力学的エネルギーは異なるものであるということを認識する必要が

ある . また , 本研究のように , ハミルトニアン演算子とは別に , エネルギー演算子を

定義し , 減衰調和振動子の量子化を行う方法はこれまでに知られてこなかったもの

である. 
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今後の課題として ,遷移確率の振る舞いの物理的意味をより明確にすることや ,他

の散逸系に本研究の手法を適用することが挙げられる . また , Jezierskiと Kijowski

が与えた熱力学的な変数を含むハミルトニアン [50]と本研究のハミルトニアン 

(3.3.41)の関係を調べることも興味深い課題である. 1 

1Jezierskiと Kijowskiは別の文脈で本研究のハミルトニアンと似た形のハミルトニアンを導い

ている . このハミルトニアンは熱力学的な変数を用いて表されるため , 本研究の模型が熱力学の視
点から考察できるのかを調べる必要がある. 
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