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第1章 序論

核子や中間子のような強い相互作用をする粒子は，ハドロンと呼ばれている．こ
のようなハドロンの模型として南部・後藤の弦模型が，1970年代初頭に提案され
た [1, 2]．南部・後藤の弦模型を定める作用積分は，南部・後藤の作用積分と呼ば
れ，弦が時空間上を運動するときに描かれる世界面の面積で与えられる．このと
き，古典的な弦の運動は，この作用積分が最小となるように決まる．さて，南部・
後藤の弦模型は現在でも様々な立場から考察されているが，ハドロンの模型とし
ては不満足なものと考えられるようになった．その理由としては，時空の次元が
4次元でなく 26次元でないと矛盾が生じることやハドロンの模型が持つべき性質
である漸近的自由性が導けないことなどが挙げられる．後者の問題を解決するた
めに，1985年に，Polyakovは，南部・後藤の弦模型を拡張した剛性を持つ弦模型
(rigid string)を提案した [3]．この拡張は，南部・後藤の作用積分に世界面の外曲
率を付加することでなされる．このような剛性を持つ弦模型から実際に漸近的自
由性が導かれることは，OlesenとYangによって確かめられた [4]．（その後，剛性
を持つ弦模型を拡張した世界面の捩率を取り入れた模型が提案された [5]．この模
型もまた量子色力学の有効理論として研究されている [6]．）

1986年に，Pisarskiは，剛性を持つ弦模型を簡略化した剛性を持つ粒子模型 (rigid

particle)を提案した [7]．この簡略化は，物理的対象を，1次元の空間的拡がりを
持つ弦から空間的広がりのない点粒子に単純化することでなされるので，弦模型
における世界面とその面積に相当するものは，粒子模型では，時空間上を運動す
る点粒子が描く世界線とその長さになる．したがって，剛性を持つ粒子模型を定
める作用積分は，世界線の長さ (相対論的自由粒子の作用積分)に世界線の外曲率
を付加したもので与えられる．実際に，世界線の外曲率をK = K(l)とすると，剛
性を持つ粒子の作用積分は次のようになる1:

S :=

∫ l1

l0

dl (−m − kK) . (1.1)

1本論文では，! = c = 1の自然単位系を採用している．
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ここで，lは点粒子が描く世界線の弧長パラメーター，mは質量パラメーター，kは
無次元の実定数パラメーターである．また，Pisarskiは，剛性を持つ粒子模型を提
案すると同時に，この模型からも漸近的自由性が導かれることを示した．式 (1.1)

で記述される粒子は，m = 0のとき剛性を持つ無質量粒子と呼ばれ，m #= 0のと
き剛性を持つ有質量粒子と呼ばれる．剛性を持つ粒子模型が提案されてから現在
まで，この模型は多様な観点から研究されてきた [8–24]．
その中で，Plyushchayは，剛性を持つ粒子模型の古典力学と量子力学を考察し
た．量子化においては，運動量変数と内部座標を引数に持つ波動関数が導かれ，剛
性を持つ粒子模型はスピンを持つ粒子を記述することが明らかにされた [8,9,11,12]．
特に，剛性を持つ無質量粒子のスピン (ヘリシティー)量子数の値は整数値と半整
数値の何れもが許され [12]，剛性を持つ有質量粒子のスピン量子数の値は整数値
のみに限られることが示された [8,9]．しかしながら，Plyushchayが行った先行研
究では，4次元時空における場の関数とそれが満たす場の方程式が導かれておら
ず，それらの導出は考察すべき課題として残されている．また近年，Deriglazovと
Nersessianによって剛性を持つ有質量粒子が再考察され，スピン量子数の値が 1/2

になる可能性が指摘された．このように，有質量粒子の場合には相反する 2つの
報告があるため，どちらが正しいのかを明確にする必要がある．
以上の事柄を背景として，本論文では見通しの良い議論を展開するために，式

(1.1)にある剛性を持つ粒子模型の作用積分をツイスター変数を用いて書き換え，
剛性を持つ粒子のツイスター形式を構築する．また，この形式に基づいて剛性を
持つ粒子模型の古典力学と量子力学を考察し，粒子のスピン量子数が取り得る値
を求め，先行研究で求められた値と比較する．さらに，ツイスター理論の技法を
適用することで，剛性を持つ粒子の波動関数 (ツイスター関数)のペンローズ変換
として 4次元時空におけるスピナー場を導出し，それが場の方程式を満たすこと
を確認する．加えて，剛性を持つ粒子模型の一種を変形することで，ローレンツ・
ディラック方程式 (放射反作用を受ける荷電粒子の運動方程式) [25] を与える 2種
類のラグランジアンを構成する．
本論文の構成は次の通りである: 第 2章では，剛性を持つ無質量粒子のツイス
ター形式を議論するのに先立ち，4次元時空上のスピンを持つ無質量粒子を記述
するツイスター模型について考察する．この模型を定める作用積分は，ゲージ化
された白藤の作用積分と呼ばれ，ツイスター変数とゲージ場を用いて与えられる．
ここでは，ゲージ化された白藤の作用積分を時空座標とスピナー変数を用いて書
き換え，それに基づく正準形式を構築し，その後，無質量粒子の正準量子化を実
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行する．すると，スピナーの添字を持つ平面波解が得られ，同時にスピン量子数
の値が整数値または半整数値に制限される．得られた平面波解と係数関数を用い
ることで，一般化されたワイル方程式を満たすスピナー場が求まる．また，係数
関数に対して適切なフーリエ・ラプラス変換を行うことで，スピナー場をツイス
ター関数のペンローズ変換として表すことができる．
第 3章では，白藤によって展開されたスピンを持たない無質量粒子のツイスター
形式を導く方法に従って，剛性を持つ無質量粒子のツイスター形式を構築し，その
作用積分が第 2章で議論されたゲージ化された白藤の作用積分に一致することを証
明する．そのためにまず，剛性を持つ無質量粒子のラグランジアンL0(l) := −|k|K
と等価な 1次形式のラグランジアンを与える．その後，1次形式のラグランジアン
から得られる拘束条件の解を 2成分スピナーを用いて書き下す．この解を 1次形
式のラグランジアンに代入し，多少の式変形を行うと，時空座標とスピナー変数
を用いて書かれた簡潔なラグランジアンが導かれる．さらに，このラグランジア
ンをツイスター変数を用いて書き換えることで，ツイスター変数で表現された剛
性を持つ無質量粒子のラグランジアンが導出される．このラグランジアンから定
まる作用積分は，第 2章で議論されたゲージ化された白藤の作用積分に一致する．
こうして剛性を持つ無質量粒子のツイスター形式が構築されたので，ツイスター
変数で表現されたラグランジアンに基づく剛性を持つ無質量粒子の正準量子化を
第 2章と同様の手順で実行すると，次数−2k− 2のツイスター関数が得られる．こ
の関数は量子論における波動関数に相当するため，ツイスター関数に 1価性を課
すと，次数−2k − 2は整数値に制限され，スピン量子数の値は整数値または半整
数値に定まる．また，ツイスター関数のペンローズ変換を行うと，一般化された
ワイル方程式を満たすスピナー場が求まる．
第 4章では，第 3章と同様の手順で剛性を持つ有質量粒子のツイスター形式を
構築し，それを基に剛性を持つ有質量粒子の古典力学と量子力学を議論する．ま
ず，剛性を持つ有質量粒子のラグランジアンLm(l) := −m− |k|Kと等価な 1次形
式のラグランジアンを与え，これより得られる拘束条件の解を運動量スピナーを
用いて書き下す．この解を 1次形式のラグランジアンに代入すると，時空座標とス
ピナー変数を用いて書かれた剛性を持つ有質量粒子のラグランジアンが得られる．
このとき，時空座標とスピナー変数から成るツイスター変数が 2個定義されるの
で，得られたラグランジアンを 2個のツイスター変数を用いて書き換えると，ツ
イスター変数で表現された剛性を持つ有質量粒子のラグランジアンが導出される．
このように，有質量粒子の場合に 2個のツイスター変数が必要になることは，従

5



来の関連する研究と整合している．こうして剛性を持つ有質量粒子のツイスター
形式が構築されたので，ツイスター変数で表現されたラグランジアンを基に正準
形式を構成し，その後，剛性を持つ有質量粒子の正準量子化を実行する．すると，
2個のツイスター変数それぞれについて次数が同じであるツイスター関数が得られ
るので，これに 1価性を課すと次数は整数値に制限される．同時に，パウリ・ルバ
ンスキーのスピンベクターと粒子の質量の間に成り立つ関係式を量子力学的に考
察することで，Plyushchayが導出した質量公式が導かれる．得られたツイスター
関数のペンローズ変換を行うと，一般化されたディラック・フィールツ・パウリ
方程式を満たすスピナー場が求まる．さらに，このスピナー場が持つ添字の個数
と，粒子が持つスピンの大きさの量子数の間に成り立つ関係式を数学的に考察し，
ツイスター関数が 2個のツイスター変数それぞれについて同じ次数であることを
用いると，粒子のスピン量子数が取り得る値は非負の整数値に制限されることが
わかる．このことから，粒子のスピン量子数が半整数値になる可能性は否定され，
Plyushchayの結論を支持する結果が得られる．
上述のように，Plyushchayは Lmをラグランジアンとして採用したが，外曲率
の 2乗を含む L̃m(l) := −m − |k|K2をラグランジアンとする模型も他の研究者に
より考察されている．第 5章では，L̃mを変形し，それに外部電磁場との結合項を
加えることで，ローレンツ・ディラック方程式を与える 2種類の相対論的なラグ
ランジアンを構成する．これらのラグランジアンのうちの 1つには世界線のパラ
メーターにあらわに依存する減衰項が含まれ，他の 1つには世界線のパラメーター
にあらわに依存しない，2つの力学変数から成る交差項が含まれている．実際に，
それぞれのラグランジアンから，ソース項を持つローレンツ・ディラック方程式
がオイラー・ラグランジュ方程式として導かれることを示す．
最後に第 6章では，本論文で得られた結果をまとめ，今後の課題について述べる．
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第2章 スピンを持つ無質量粒子の
正準形式と量子化

本章では，剛性を持つ無質量粒子のツイスター形式を議論するのに先立ち，4次
元時空上のスピンを持つ無質量粒子を記述するツイスター模型を考察する．この模
型を定める作用積分は，ゲージ化された白藤の作用積分と呼ばれ，1次元パラメー
ター空間上のツイスター変数とゲージ場を用いて与えられる．本研究では，ゲー
ジ化された白藤の作用積分を時空座標とスピナー変数を用いて書き換え，その正
準形式を展開する．その後，正準形式を基に無質量粒子の正準量子化を実行し，平
面波解を求める．この平面波解と係数関数を用いて，正振動数のスピナー形式で
書かれた波動関数を構成する．また，この波動関数は一般化されたワイル方程式
を満たすスピナー場であることを示す．係数関数のフーリエ・ラプラス変換を行
うことで，このスピナー場をツイスター空間上の正則関数のペンローズ変換とし
て表す．さらに，負振動数の場合に対しても同様の考察を行う．加えて，スピナー
形式で書かれた波動関数を生成する指数型母関数を与え，スピナー形式で書かれ
た波動関数に対する新たな表示を求める．

2.1 導入
現在までに，スピンを持つ相対論的な無質量自由粒子を記述するための様々な
古典的模型が与えられてきた．これらの模型は主に，可換な変数だけを用いて構
成されるボソン的模型と，可換な変数および反可換な変数の両方を用いて構成さ
れる超対称的模型の 2つに分類される．前者の例としては剛体模型 (rigid body

model) [26–28]，相対論的な回転子模型 (relativistic rotator model) [29, 30]，バル
ト・ザンギ模型 [31–33]，剛性を持つ粒子模型 (point-particle model with rigidity)

[11,12,14] などがある．一方，後者の例としては世界線上の超対称性を持つ回転粒
子模型 (spinning particle model) [34–36]，超粒子模型 (superparticle model) [37–39]

などがある．本章では，4次元時空上のスピンを持つ無質量自由粒子を記述するボ
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ソン的なツイスター模型を扱う．(ツイスター模型は超対称性を持つように拡張で
きるが，そのような拡張は本研究では議論されないことを述べておく．)

スピンを持つ無質量自由粒子を記述するボソン的なツイスター模型は，白藤に
よって最初に研究された [40]．白藤は，4次元時空上の無質量系を記述するのに有
効な枠組みであるツイスター理論 [41–44]を基に，スピンを持つ無質量自由粒子を
記述するツイスター模型を与えた．この模型を定める作用積分は，白藤の作用積分
と呼ばれ，ツイスター変数を用いて書かれた簡潔な形式で与えられる．さらに白藤
は，この作用積分に基づくスピンを持つ無質量粒子の古典力学と量子力学を考察
した．そこでは，ツイスター量子化 [41,42,45,46]が実行された．(文献 [40,47–51]

では，超対称性を持つ白藤の作用積分に関する研究が行われ，無質量超粒子を記
述するためにスーパーツイスター変数 [52]が用いられている．)

2010年に，白藤の作用積分は，ツイスター変数に対する複素局所スケール変換
のもとで不変になるように，ゲージ原理に従って修正された [53]．この修正は，世
界線に沿ったパラメーター空間上のゲージ場を導入し，1次元チャーン・サイモン
項を白藤の作用積分に加えることで実現される．このような修正を施された白藤の
作用積分は，ゲージ化された白藤の作用積分と呼ばれている．ゲージ化された白藤
の作用積分は複素局所スケール変換のもとでの不変性を持つので，この作用積分
はツイスター変数よりも射影ツイスターを用いて定義されるようになる．このこ
とは，ツイスター理論において射影ツイスターがツイスター変数よりも本質的で
あることと両立している [42,43]．また，ゲージ化された白藤の作用積分には，そ
の修正の結果，ヘリシティー条件を与える項が含まれている．したがって，ゲージ
化された白藤の作用積分は，ヘリシティーが定まった無質量粒子を記述している．
ゲージ化された白藤の作用積分は，スピンを持つ無質量粒子を記述する簡潔な
形式を与える．しかしながら，ツイスター変数を用いて書かれているため，時空
座標との関係は明らかではない．このため，ゲージ化された白藤の作用積分に時
空上のゲージ場との相互作用を取り入れることは簡単ではない．そこで本研究で
は，ゲージ化された白藤の作用積分を時空座標とスピナー変数を用いて書き換え，
この作用積分に基づく正準形式と無質量粒子の正準量子化を考察する．
まず，実際に，ゲージ化された白藤の作用積分を時空座標とスピナー変数を用い
て書き換える．次に，Diracによる拘束条件を持つ正準形式を展開する方法 [54–56]

に従って，この作用積分に基づく正準形式を展開する．すると，この系には第一
次拘束条件と第二次拘束条件が現れるので，これらを第一類拘束条件と第二類拘
束条件に分類する．その際，第二類拘束条件に関しては，ディラック括弧を定義
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し正準変数を減らすことで処理される．このように正準形式を展開した後，正準
量子化は，正準変数を対応する演算子に置き換え，ディラック括弧から定まる交
換関係を設定することで実行される．このとき，第一類拘束条件に関しては，量
子化した後で物理的状態を定義する条件式として読み換えられる．この条件式を
波動方程式として表すと連立微分方程式が得られるので，これを解くと平面波解
が求まる．この平面波解に係数関数をかけて運動量変数に関して積分すると，正
振動数の波動関数が得られる．この波動関数は，積分の収束性を考察することで，
複素ミンコフスキー空間上の管状領域で明確に定義されることが証明される．ま
た，波動関数は一般化されたワイル方程式を満たすスピナー場であることが示さ
れる．このスピナー場は，係数関数のフーリエ・ラプラス変換を行うことで，ツ
イスター関数のペンローズ変換 [41–45] として表すことができる．また，負振動
数の場合に対しても同様の考察を行う．さらに，スピナー形式で書かれた波動関
数を生成する指数型母関数を構成する．この関数は，アンフォールデッド方程式
(unfolded equation) [57,58]と呼ばれる基礎方程式を満たすことが示される．また
指数型母関数から，スピナー形式で書かれた波動関数に対する新たな表示が求め
られ，この表示は共形反転変換された時空座標を用いて表されることがわかる．
本章は次のように構成されている: 第 2.2節では，ゲージ化された白藤の作用積
分について簡単に解説をし，ゲージ化された白藤の作用積分を時空座標とスピナー
変数を用いて書き換える．第 2.3節では，時空座標とスピナー変数を用いて書かれ
たゲージ化された白藤の作用積分に基づく正準形式を考察する．第 2.4節では，前
節で得られた正準形式を基に無質量粒子の正準量子化を実行し，平面波解を求め
る．第 2.5節では，平面波解を用いて正振動数のスピナー形式で書かれた波動関数
を構成し，それが一般化されたワイル方程式を満たすスピナー場であることを示
す．このスピナー場をツイスター関数のペンローズ変換として表す．また，負振
動数の場合に対しても同様の考察を行う．第 2.6節では，スピナー形式で書かれた
波動関数を生成する指数型母関数を与え，スピナー形式で書かれた波動関数に対
する新たな表示を求める．第 2.7節は本章のまとめを行い，今後の課題を述べる．

2.2 ゲージ化された白藤の作用積分
この節では，ゲージ化された白藤の作用積分の簡単な解説を行い，ゲージ化さ
れた白藤の作用積分を時空座標とスピナー変数を用いて書き換える．
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ツイスター変数ZA (A = 0, 1, 2, 3)とそれと対になる双対ツイスター変数 Z̄Aを

ZA := (ωα, πα̇) , Z̄A :=
(
π̄α, ω̄

α̇
)

(α = 0, 1; α̇ = 0̇, 1̇) (2.2.1)

と定義すると，ゲージ化された白藤の作用積分は次のように与えられる (文献 [53]

付録B参照):

S =

∫ τ1

τ0

dτ

[
i

2
λ
(
Z̄ADZA − ZAD̄Z̄A

)
− 2ke

]
. (2.2.2)

ここで，

D :=
d

dτ
− ie (2.2.3)

を定義した．また，ZA = ZA(τ)と Z̄A = Z̄A(τ)は 1次元パラメーター空間 T =

{τ |τ0 ≤ τ ≤ τ1}上の複素スカラー場，λ = λ(τ)は T 上の実スカラー場，e = e(τ)

は T 上の実スカラー密度場である．式 (2.2.2)を eで変分すると，ツイスター変数
を用いて書かれた粒子のヘリシティーを表す量 1

2Z̄AZAが kに定まることがわか
る．したがって，作用積分 (2.2.2)は 4次元ミンコフスキー空間M上を運動するヘ
リシティー kを持つ無質量自由粒子を記述している．このとき，ミンコフスキー
計量 ηµνは ηµν = diag(1,−1,−1,−1)である．いま，作用積分 Sは，明らかに，パ
ラメーター τ の付け替え

τ → τ ′ = τ ′(τ)

(
dτ ′

dτ
> 0

)
(2.2.4)

のもとで不変である．さらに，作用積分 Sは次の複素局所スケール変換のもとで
も不変である:

ZA → Z ′A = v(t)ZA , (2.2.5a)

Z̄A → Z̄ ′
A = v̄(t)Z̄A , (2.2.5b)

λ→ λ′ = |v(t)|−2λ , (2.2.5c)

e → e′ = e +
dθ(τ)

dτ
. (2.2.5d)

ここで，v = v(τ)は複素ゲージ関数であり，実ゲージ関数 θ(τ)は θ := 1
2 i ln (v̄/v)と

与えられる．このとき，実場 eはU(1)ゲージ場の役割を果たしていて，Dはそれに
対応する共変微分になる．また，1次元チャーン・サイモン項−2k

∫ τ1
τ0

dτeのゲージ不
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変性は，実ゲージ関数 θ(τ)に境界条件 θ(τ0) = θ(τ1)を課すことで保たれる．複素局
所スケール変換 (2.2.5)のもとで作用積分Sが不変になることは，作用積分Sが実際
にはツイスター変数ZAそのものよりも射影ツイスター [ZA] :=

{
cZA

∣∣c ∈ C\{0}
}

によって定義されていることを意味している．したがって，作用積分 Sは射影ツ
イスター [ZA]によって記述されることがわかる．この結果は，ツイスター理論に
おいてツイスター変数そのものよりも射影ツイスターの方がより本質的であると
いう事実と整合している．射影ツイスター [ZA]はそれを [ZA]の集合の代表元とみ
なすことでZAと略記される．
いま，λ > 0としてツイスター変数と双対ツイスター変数を ZAと Z̄Aから

ZA → 1√
λ

ZA , Z̄A → 1√
λ

Z̄A (2.2.6)

にスケールを変更すると，作用積分 (2.2.2)は

S =

∫ τ1

τ0

dτ

[
i

2

(
Z̄ADZA − ZAD̄Z̄A

)
− 2ke

]

=

∫ τ1

τ0

dτ

[
i

2

(
Z̄AŻA − ZA ˙̄ZA

)
+ e

(
Z̄AZA − 2k

)]
(2.2.7)

と書ける．ここで，変数の上のドット記号は τに関する微分を表している．式 (2.2.2)

でλ = 1とおくとそのSは式 (2.2.7)になるので，作用積分 (2.2.7)は作用積分 (2.2.2)

の特別な場合である．このようなゲージ固定をすると，作用積分 (2.2.2)が持ってい
た複素局所スケール不変性は壊れてしまうが，局所U(1)ゲージ不変性とパラメー
ターの付け替えに対する不変性は壊れることなく保たれている．
ここで，作用積分 Sに含まれている場 eに比例する項

e
(
Z̄AZA − 2k

)
(2.2.8)

に着目する．このような項は，k = 0としたときに白藤の作用積分に取り入れら
れることがGumenchukと Sorokinによってすでに言及されていた [47]．また，式
(2.2.8)と同型の項に関する考察が，無質量粒子の正準形式を基に Plyushchayに
よって行われ，無質量超粒子に対しても同様の考察が行われた [49]．ほかにも，超
粒子模型を定める作用積分に (拡張された)ヘリシティー条件を取り入れるために，
式 (2.2.8)と同型の項がBandos，Lukierski，Sorokinによって導入された [50]．そ
の結果，U(1)ゲージ不変性が生じることが文献 [50]で指摘されたが，eに対応す
る場はラグランジュ未定係数として扱われている．文献 [51]と文献 [57]では，高
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階スピンを持つ無質量 (超)粒子を記述する模型が与えられている．この模型には
ヘリシティーを持つ (超)粒子を記述するために式 (2.2.8)を一般化した項が取り入
れられている．またこの模型の中では，eに対応する場は局所位相変換に対する
U(1)ゲージ場の役割を果たしている．本研究では上述の議論と異なり，局所位相
変換 (2.2.5a)と (2.2.5b)のもとで白藤の作用積分が不変になるように，ゲージ原理
に従ってゲージ場 eと実場 λが導入されている．これに伴って共変微分Dが定義
され，自動的に白藤の作用積分に式 (2.2.8)が取り入れられている．ここで，作用
積分 (2.2.7)が持つ局所U(1)ゲージ不変性については，Barsと Picónによっても
述べられていることを指摘しておく [59, 60]．
ツイスター理論 [41–43]で用いられる 2成分スピナー ωαは，2成分スピナー πα̇

を用いて，

ωα = izαα̇πα̇ (2.2.9)

と与えられる．ここで，zαα̇は複素ミンコフスキー空間CM上の座標で，パラメー
ター空間 T 上の複素スカラー場である．また，複素座標 zαα̇は，エルミート行列
xβα̇ = xαβ̇と yβα̇ = yαβ̇を導入すると，xαα̇と yαα̇を用いて zαα̇ = xαα̇ − iyαα̇と表
すことができる．ここで，xαα̇はミンコフスキー空間M上の時空座標にほかなら
ない．時空座標 xαα̇とスピナー変数 π̄α, πα̇, ψα := yαα̇πα̇, ψ̄α̇ := yαα̇π̄α を用いて式
(2.2.7)を書き換えると，次の式が得られる:

S =

∫ τ1

τ0

dτL , (2.2.10)

L := −ẋαα̇π̄απα̇ − i
(
ψα ˙̄πα − ψ̄α̇π̇α̇

)
+ e

(
ψαπ̄α + ψ̄α̇πα̇ − 2k

)
. (2.2.11)

この式を導く際に，全微分項は作用積分に影響を与えないことから， i
2

d
dτ (ψ

απ̄α −
ψ̄α̇πα̇) を無視した．作用積分 (2.2.10)は時空座標とスピナー変数を用いて書かれ
たゲージ化された白藤の作用積分である．また，式 (2.2.9)はωα = ixαα̇πα̇ +ψαと
表すこともできる．さて，時空座標 xαα̇に共役な正準運動量は

P (x)
αα̇ :=

∂L

∂ẋαα̇
= −π̄απα̇ (2.2.12)

と求まるので，π̄αと πα̇はスピナー変数で表された運動量変数 (運動量スピナー)

に相当することがわかる．運動量スピナー π̄αと πα̇はそれぞれ，π̄απ̄α = πα̇πα̇ = 0

を満たしているので，P (x)
αα̇ P (x)αα̇ = 0が導かれる．このことは，作用積分 (2.2.10)

が無質量粒子を記述することを意味している．
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2.3 正準形式
この節では，時空座標とスピナー変数を用いて書かれたゲージ化された白藤の
作用積分に基づく正準形式を構成する．
ラグランジアン (2.2.11)における一般化座標は (xαα̇, π̄α, πα̇,ψα, ψ̄α̇, e)であり，そ
れに対応する一般化速度は (ẋαα̇, ˙̄πα, π̇α̇, ψ̇α,

˙̄ψα̇, ė) である．このとき，ラグランジ
アン (2.2.11)から導かれる正準運動量は次式となる:

P (x)
αα̇ :=

∂L

∂ẋαα̇
= −π̄απα̇ , (2.3.1a)

Pα
(π̄) :=

∂L

∂ ˙̄πα
= −iψα , (2.3.1b)

P α̇
(π) :=

∂L

∂π̇α̇
= iψ̄α̇ , (2.3.1c)

P (ψ)
α :=

∂L

∂ψ̇α
= 0 , (2.3.1d)

P (ψ̄)
α̇ :=

∂L

∂ ˙̄ψα̇
= 0 , (2.3.1e)

P (e) :=
∂L

∂ė
= 0 . (2.3.1f)

式 (2.3.1)と式 (2.2.11)を用いると，正準ハミルトニアンHCは次のように与えら
れる:

HC := ẋαα̇P (x)
αα̇ + ˙̄παP

α
(π̄) + π̇α̇P

α̇
(π) + ψ̇αP (ψ)

α + ˙̄ψα̇P (ψ̄)
α̇ + ėP (e) − L

= − e
(
ψαπ̄α + ψ̄α̇πα̇ − 2k

)
. (2.3.2)

いま，正準座標 (xαα̇, π̄α,πα̇,ψα, ψ̄α̇, e) とそれに共役な正準運動量 (P (x)
αα̇ , Pα

(π̄), P
α̇
(π),

P (ψ)
α , P (ψ̄)

α̇ , P (e)) を用いて，ポアソン括弧を次のように定義する:

{A,B} :=

(
∂A

∂xαα̇
∂B

∂P (x)
αα̇

− ∂A

∂P (x)
αα̇

∂B

∂xαα̇

)
+

(
∂A

∂π̄α

∂B

∂P α
(π̄)

− ∂A

∂P α
(π̄)

∂B

∂π̄α

)

+

(
∂A

∂πα̇

∂B

∂P α̇
(π)

− ∂A

∂P α̇
(π)

∂B

∂πα̇

)
+

(
∂A

∂ψα
∂B

∂P (ψ)
α

− ∂A

∂P (ψ)
α

∂B

∂ψα

)

+

(
∂A

∂ψ̄α̇
∂B

∂P (ψ̄)
α̇

− ∂A

∂P (ψ̄)
α̇

∂B

∂ψ̄α̇

)
+

(
∂A

∂e

∂B

∂P (e)
− ∂A

∂P (e)

∂B

∂e

)
. (2.3.3)
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式 (2.3.3)から，正準座標と正準運動量の間のポアソン括弧は次のようになる:
{

xαα̇, P (x)

ββ̇

}
= δαβ δ

α̇
β̇

, (2.3.4a)

{
π̄α, P

β
(π̄)

}
= δβα , (2.3.4b)

{
πα̇, P

β̇
(π)

}
= δβ̇α̇ , (2.3.4c)

{
ψα, P (ψ)

β

}
= δαβ , (2.3.4d)

{
ψ̄α̇, P (ψ̄)

β̇

}
= δα̇

β̇
, (2.3.4e)

{
e, P (e)

}
= 1 . (2.3.4f)

正準座標と正準運動量の間のその他のポアソン括弧は 0になる．
式 (2.3.4)から，第一次拘束条件は次のようになることがわかる:

φ(x)
αα̇ := P (x)

αα̇ + π̄απα̇ ≈ 0 , (2.3.5a)

φα(π̄) := Pα
(π̄) + iψα ≈ 0 , (2.3.5b)

φα̇(π) := P α̇
(π) − iψ̄α̇ ≈ 0 , (2.3.5c)

φ(ψ)
α := P (ψ)

α ≈ 0 , (2.3.5d)

φ(ψ̄)
α̇ := P (ψ̄)

α̇ ≈ 0 , (2.3.5e)

φ(e) := P (e) ≈ 0 . (2.3.5f)

ここで，≈は弱い等号を表している．これ以降，φ(x)
αα̇,φα(π̄),φ

α̇
(π),φ

(ψ)
α ,φ(ψ̄)

α̇ ,φ(e) を一
次の拘束量と呼ぶ．ここからDiracによる特異系の正準形式を展開する方法 [54–56]

に従って，ラグランジアン (2.2.11)に基づく正準形式を展開していく．そのために
まず，式 (2.3.4a)–(2.3.4f)を用いて一次の拘束量の間のポアソン括弧を計算すると，
次の式が得られる:

{
φ(x)
αα̇,φβ(π̄)

}
= δβαπα̇ , (2.3.6a)

{
φ(x)
αα̇,φβ̇(π)

}
= π̄αδ

β̇
α̇ , (2.3.6b)

{
φα(π̄),φ

(ψ)
β

}
= iδαβ , (2.3.6c)

{
φα̇(π),φ

(ψ̄)

β̇

}
= −iδα̇

β̇
. (2.3.6d)
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一次の拘束量の間のその他のポアソン括弧は 0となる．また，一次の拘束量と正
準ハミルトニアン (2.3.2)の間のポアソン括弧は次式となる:

{
φ(x)
αα̇, HC

}
= 0 , (2.3.7a)

{
φα(π̄), HC

}
= eψα , (2.3.7b)

{
φα̇(π), HC

}
= eψ̄α̇ , (2.3.7c)

{
φ(ψ)
α , HC

}
= eπ̄α , (2.3.7d)

{
φ(ψ̄)
α̇ , HC

}
= eπα̇ , (2.3.7e)

{
φ(e), HC

}
= ψαπ̄α + ψ̄α̇πα̇ − 2k . (2.3.7f)

いま，正準ハミルトニアン (2.3.2)と一次の拘束量から，全ハミルトニアンを

HT := HC + uαα̇(x)φ
(x)
αα̇ + u(π̄)

α φα(π̄) + u(π)
α̇ φα̇(π) + uα(ψ)φ

(ψ)
α + uα̇(ψ̄)φ

(ψ̄)
α̇ + u(e)φ

(e) (2.3.8)

と定義する．ここで，uαα̇(x), u
(π̄)
α , u(π)

α̇ , uα(ψ), u
α̇
(ψ̄)

, u(e) はそれぞれの拘束条件に対応す
るラグランジュ未定係数であり，一般にパラメーター τ に依存する．正準変数の
関数F に対する時間発展の方程式は，全ハミルトニアン (2.3.8)を用いて，

Ḟ = {F , HT} (2.3.9)

と与えられる．式 (2.3.9)とポアソン括弧の結果 (2.3.6)と (2.3.7)を用いると，一
次の拘束量に対する時間発展は次のように求まる:

φ̇(x)
αα̇ =

{
φ(x)
αα̇, HT

}
≈ u(π̄)

α πα̇ + u(π)
α̇ π̄α , (2.3.10a)

φ̇α(π̄) =
{
φα(π̄), HT

}
≈ eψα − uαα̇(x)πα̇ + iuα(ψ) , (2.3.10b)

φ̇α̇(π) =
{
φα̇(π), HT

}
≈ eψ̄α̇ − uαα̇(x)π̄α − iuα̇(ψ̄) , (2.3.10c)

φ̇(ψ)
α =

{
φ(ψ)
α , HT

}
≈ eπ̄α − iu(π̄)

α , (2.3.10d)

φ̇(ψ̄)
α̇ =

{
φ(ψ̄)
α̇ , HT

}
≈ eπα̇ + iu(π)

α̇ , (2.3.10e)

φ̇(e) =
{
φ(e), HT

}
≈ ψαπ̄α + ψ̄α̇πα̇ − 2k . (2.3.10f)

さらに式 (2.3.10)は，一次の拘束量が時間発展で変化しないという要請 (整合性の
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条件)から，次のように書かれる:

φ̇(x)
αα̇ = u(π̄)

α πα̇ + u(π)
α̇ π̄α ≈ 0 , (2.3.11a)

φ̇α(π̄) = eψα − uαα̇(x)πα̇ + iuα(ψ) ≈ 0 , (2.3.11b)

φ̇α̇(π) = eψ̄α̇ − uαα̇(x)π̄α − iuα̇(ψ̄) ≈ 0 , (2.3.11c)

φ̇(ψ)
α = eπ̄α − iu(π̄)

α ≈ 0 , (2.3.11d)

φ̇(ψ̄)
α̇ = eπα̇ + iu(π)

α̇ ≈ 0 , (2.3.11e)

φ̇(e) = ψαπ̄α + ψ̄α̇πα̇ − 2k ≈ 0 . (2.3.11f)

式 (2.3.11)に対しては次の 2つの場合が考えられる : (1)ラグランジュ未定係数 u

を決める場合，(2)ラグランジュ未定係数 uを含まず新たな拘束条件を決める場合．
式 (2.3.11f)は (2)の場合になっていて，

ψαπ̄α + ψ̄α̇πα̇ − 2k = 0 (2.3.12)

が成り立つことがわかる．式 (2.3.11d)と式 (2.3.11e)は (1)の場合になっていて，
u(π̄)
α と u(π)

α̇ は

u(π̄)
α = −ieπ̄α , (2.3.13)

u(π)
α̇ = ieπα̇ (2.3.14)

と定まる．式 (2.3.11a)は，式 (2.3.13)と式 (2.3.14)を式 (2.3.11a)に代入すると，

φ̇(x)
αα̇ ≈ 0 (2.3.15)

となる．このことは，φ̇(x)
αα̇ が恒等的に 0になり式 (2.3.11a)から新たな拘束条件が

現れないことを意味している．ラグランジュ未定係数 uα(ψ)と uα̇
(ψ̄)
はそれぞれ，式

(2.3.11b)と式 (2.3.11c)から，uαα̇(x)が正準変数の関数として決まることで，定まる
ことになる．したがって，最後まで定まらないラグランジュ未定係数は uαα̇(x)と u(e)

である．このことは，式 (2.3.11a)と式 (2.3.11f)が第一類拘束条件であることを示
唆している．
式 (2.3.12)から，第二次拘束条件は

χ(e) := ψαπ̄α + ψ̄α̇πα̇ − 2k ≈ 0 (2.3.16)
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と与えられる．これ以降，χ(e)を二次の拘束量と呼ぶ．二次の拘束量χ(e)と一次の
拘束量の間のポアソン括弧は，次のように得られる:

{
χ(e),φβ(π̄)

}
= ψβ , (2.3.17a)

{
χ(e),φβ̇(π)

}
= ψ̄β̇ , (2.3.17b)

{
χ(e),φ(ψ)

β

}
= π̄β , (2.3.17c)

{
χ(e),φ(ψ̄)

β̇

}
= πβ̇ . (2.3.17d)

二次の拘束量 χ(e)と一次の拘束量の間のその他のポアソン括弧は 0となる．また，
二次の拘束量 χ(e)と正準ハミルトニアン (2.3.2)とのポアソン括弧は

{
χ(e), HC

}
= 0 (2.3.18)

となる．いま，χ(e)の時間発展は，式 (2.3.9)，式 (2.3.17)，式 (2.3.18)を用いると，

χ̇(e) =
{
χ(e), HT

}
≈ u(π̄)

α ψα + u(π)
α̇ ψ̄α̇ + uα(ψ)π̄α + uα̇(ψ̄)πα̇ (2.3.19)

と求まる．式 (2.3.19)から，式 (2.3.13)，式 (2.3.14)，式 (2.3.11b)，式 (2.3.11c)を
用いて，ラグランジュ未定係数 u(π̄)

α , u(π)
α̇ , uα(ψ), u

α
(ψ) を消去すると，χ̇(e)は

χ̇(e) ≈ 0 (2.3.20)

となる．この式は，χ̇(e)が恒等的に 0となり式 (2.3.19)から新たな拘束条件が現れ
ないことを意味している．以上のことから，ラグランジアン (2.2.11)から得られる
拘束条件をすべて導くことができた．
すべての拘束量間のポアソン括弧を計算して，式 (2.3.6)と式 (2.3.17)が得られ
た．しかしながら，これらの結果を基に拘束条件を第一類拘束条件か第二類拘束
条件かに分類することは難しい．そこで，拘束量間のポアソン括弧がより簡単に
なるように，次の一次結合を考える [61]:

φ̃(x)
αα̇ := φ(x)

αα̇ − iφ(ψ)
α πα̇ + iπ̄αφ

(ψ̄)
α̇ , (2.3.21a)

χ̃(e) := χ(e) − iψαφ(ψ)
α + iψ̄α̇φ(ψ̄)

α̇ + iπ̄αφ
α
(π̄) − iπα̇φ

α̇
(π) . (2.3.21b)

このとき，新しい拘束条件の全体
(
φ̃(x)
αα̇ ,φα(π̄),φ

α̇
(π),φ

(ψ)
α ,φ(ψ̄)

α̇ φ(e), χ̃(e)
)
≈ 0 は元の拘

束条件の全体
(
φ(x)
αα̇,φα(π̄),φ

α̇
(π),φ

(ψ)
α ,φ(ψ̄)

α̇ ,φ(e),χ(e)
)
≈ 0 に等しいので，式 (2.3.21a)
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と式 (2.3.21b)は，φ(x)
αα̇ ≈ 0と χ(e) ≈ 0に代わる拘束条件として採用される．新し

い拘束量の間のポアソン括弧は，
{
φα(π̄),φ

(ψ)
β

}
= iδαβ ,

{
φα̇(π),φ

(ψ̄)

β̇

}
= −iδα̇

β̇
(2.3.22)

を除いてすべて 0になることを示すことができる．こうして，φ̃(x)
αα̇と χ̃(e)を用いて

拘束量間のポアソン括弧を簡単にすることができたので，拘束量間のポアソン括
弧を行列にまとめると次のようになる:





φ̃(x)

ββ̇
φβ(π̄) φβ̇(π) φ(ψ)

β φ(ψ̄)

β̇
φ(e) χ̃(e)

φ̃(x)
αα̇ 0 0 0 0 0 0 0

φα(π̄) 0 0 0 iδαβ 0 0 0

φα̇(π) 0 0 0 0 −iδα̇
β̇

0 0

φ(ψ)
α 0 −iδβα 0 0 0 0 0

φ(ψ̄)
α̇ 0 0 iδβ̇α̇ 0 0 0 0

φ(e) 0 0 0 0 0 0 0

χ̃(e) 0 0 0 0 0 0 0





. (2.3.23)

この行列から，φ̃(x)
αα̇ ≈ 0, φ(e) ≈ 0, χ̃(e) ≈ 0 は第一類拘束条件に分類され，一方，

φα(π̄) ≈ 0, φα̇(π) ≈ 0, φ(ψ)
α ≈ 0, φ(ψ̄)

α̇ ≈ 0 は第二類拘束条件に分類される．
ここで，ディラックの方法に従って，第二類拘束条件を処理できるように，ディ
ラック括弧を定義する．まず，第二類拘束条件からなる行列 Cを行列 (2.3.23)の
部分行列として次のように与える:

C =





0 0 iδαβ 0

0 0 0 −iδα̇
β̇

−iδβα 0 0 0

0 iδβ̇α̇ 0 0




. (2.3.24)

この行列Cには逆行列C−1が存在して，C−1はCに等しいことがわかる．このこ
とより，正準変数の任意関数F と Gに対するディラック括弧は次のように定義さ
れる:

{F ,G}D := {F ,G}− i
{
F ,φα(π̄)

}{
φ(ψ)
α ,G

}
+ i
{
F ,φα̇(π)

}{
φ(ψ̄)
α̇ ,G

}

+ i
{
F ,φ(ψ)

α

}{
φα(π̄),G

}
− i
{
F ,φ(ψ̄)

α̇

}{
φα̇(π),G

}
. (2.3.25)
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このとき，関数Fと第二類の拘束量 φα(π̄), φ
α̇
(π), φ

(ψ)
α , φ(ψ̄)

α̇ との間のディラック括弧
は恒等的に 0になるので，第二類拘束条件はすべて強い等号 (=)で 0におくこと
ができる．すなわち，ディラック括弧を用いる限り

φα(π̄) = 0 , φα̇(π) = 0 , φ(ψ)
α = 0 , φ(ψ̄)

α̇ = 0 (2.3.26)

が成り立つ．したがって，ψαと ψ̄α̇はそれぞれ，(定数倍を除いて) π̄αと πα̇に共役
な正準運動量になることがわかる．これ以降，ディラック括弧を用いる限り，正準
座標は

(
xαα̇, π̄α,πα̇, e

)
になり，それに共役な正準運動量は

(
P (x)
αα̇ ,ψα, ψ̄α̇, P (e)

)
に

なる．このような正準変数間のディラック括弧は，式 (2.3.25)と式 (2.3.4)を用い
ると，次のよう求まる:

{
xαα̇, P (x)

ββ̇

}

D
= δαβ δ

α̇
β̇

, (2.3.27a)

{
π̄α,ψ

β
}

D
= iδβα , (2.3.27b)

{
πα̇, ψ̄

β̇
}

D
= −iδβ̇α̇ , (2.3.27c)

{
e, P (e)

}
D

= 1 . (2.3.27d)

正準変数間のその他のディラック括弧は0となる．いま，第二類拘束条件はすべて強
い等号 (=)で 0になることから，式 (2.3.21a)と式 (2.3.21b)はそれぞれ φ̃(x)

αα̇ = φ(x)
αα̇

と χ̃(e) = χ(e)に帰着する．したがって，第一類拘束条件は次のようになる:

φ(x)
αα̇ ≈ 0 , (2.3.28a)

φ(a) ≈ 0 , (2.3.28b)

χ(e) ≈ 0 . (2.3.28c)

2.4 正準量子化
この節では，第 2.3節で構成された正準形式を基に無質量粒子の正準量子化を実
行し，スピナー型の平面波解を求める．
量子力学に移行するために，関数Fと Gをそれぞれ対応する演算子 F̂と Ĝに置
き換えて正準交換関係

[F̂ , Ĝ] = i{̂F ,G}D (2.4.1)

19



を設定する．ここで，{̂F ,G}Dはディラック括弧 {F ,G}Dに対応する演算子を表し
ている．式 (2.4.1)と式 (2.3.27)から，次の正準交換関係が定まる:

[
x̂αα̇, P̂ (x)

ββ̇

]
= iδαβ δ

α̇
β̇

, (2.4.2a)

[
ˆ̄πα, ψ̂

β
]

= −δβα , (2.4.2b)

[
π̂α̇,

ˆ̄ψβ̇
]

= δβ̇α̇ , (2.4.2c)

[
ê, P̂ (e)

]
= i . (2.4.2d)

正準変数間のその他の正準交換関係は 0である．
量子化の手続きにおいて，第一類拘束条件 (2.3.28)は，第一類の拘束量を対応す
る演算子に置き換えた後，物理的状態 |Φ〉を定義する条件式として読み替えること
で処理される:

φ̂(x)
αα̇|Φ〉 =

(
P̂ (x)
αα̇ + ˆ̄παπ̂α̇

)
|Φ〉 = 0 , (2.4.3a)

φ̂(e)|Φ〉 = P̂ (e)|Φ〉 = 0 , (2.4.3b)

χ̂(e)|Φ〉 =
(
ˆ̄παψ̂

α + π̂α̇
ˆ̄ψα̇ − 2k

)
|Φ〉 = 0 . (2.4.3c)

ここで，φ̂(x)
αα̇と χ̂(e)に関してはワイル順序 (Weyl order)がとられていて，その後，

交換関係 (2.4.2)を用いて簡潔な形に書き換えられている．
いま，ブラベクター 〈x, e, π̄,π|を

〈x, e, π̄,π| := 〈0| exp
(
ixαα̇P̂ (x)

αα̇ + ieP̂ (e) + π̄αψ̂
α − πα̇

ˆ̄ψα̇
)

(2.4.4)

と定義する．ただし，〈0|は

〈0|x̂αα̇ = 〈0|ê = 〈0|ˆ̄πα = 〈0|π̂α̇ = 0 (2.4.5)

を満たすとする．さて，交換関係 (2.4.2)を用いると，次の式が求まる:

〈x, e, π̄, π|x̂αα̇ = xαα̇〈x, e, π̄, π| , (2.4.6a)

〈x, e, π̄,π|ê = e〈x, e, π̄, π| , (2.4.6b)

〈x, e, π̄, π|ˆ̄πα = π̄α〈x, e, π̄, π| , (2.4.6c)

〈x, e, π̄, π|π̂α̇ = πα̇〈x, e, π̄, π| . (2.4.6d)
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また，次の式もすぐに求まる:

〈x, e, π̄, π|P̂ (x)
αα̇ = −i

∂

∂xαα̇
〈x, e, π̄,π| , (2.4.7a)

〈x, e, π̄,π|P̂ (e) = −i
∂

∂e
〈x, e, π̄, π| , (2.4.7b)

〈x, e, π̄,π|ψ̂α =
∂

∂π̄α
〈x, e, π̄, π| , (2.4.7c)

〈x, e, π̄,π| ˆ̄ψα̇ = − ∂

∂πα̇
〈x, e, π̄, π| . (2.4.7d)

式 (2.4.3a)，式 (2.4.3b)，式 (2.4.3c)のそれぞれに左から 〈x, e, π̄,π|を乗じ，式 (2.4.6)

と式 (2.4.7)を用いると，関数 Φ(xαα̇, e, π̄α, πα̇) := 〈x, e, π̄, π|Φ〉 に対する連立微分
方程式が次のように得られる:

(
−i

∂

∂xαα̇
+ π̄απα̇

)
Φ(xαα̇, e, π̄α,πα̇) = 0 , (2.4.8a)

−i
∂

∂e
Φ(xαα̇, e, π̄α,πα̇) = 0 , (2.4.8b)

(
π̄α

∂

∂π̄α
− πα̇

∂

∂πα̇
− 2k

)
Φ(xαα̇, e, π̄α,πα̇) = 0 . (2.4.8c)

式 (2.4.8b)は関数 Φが eに依らないことを示しているので，関数 Φは

Φ = Φ(xαα̇, π̄α,πα̇) (2.4.9)

と表せる．このことから，式 (2.4.8a)と式 (2.4.8c)は
(
−i

∂

∂xαα̇
+ π̄απα̇

)
Φ(xαα̇, π̄α,πα̇) = 0 , (2.4.10)

(
π̄α

∂

∂π̄α
− πα̇

∂

∂πα̇
− 2k

)
Φ(xαα̇, π̄α,πα̇) = 0 (2.4.11)

となる．ここで，方程式 (2.4.10)を解くと平面波解が

Φ(xαα̇, π̄α, πα̇) = Λ(π̄α,πα̇)e
−ixββ̇ π̄βπβ̇ (2.4.12)

と求まる．式 (2.4.12)を式 (2.4.11)に代入すると
(
π̄α

∂

∂π̄α
− πα̇

∂

∂πα̇
− 2k

)
Λ(π̄α,πα̇) = 0 (2.4.13)

が得られる．式 (2.4.13)の解は，kを適切に選ぶという条件のもとでΛが π̄αと πα̇

の斉次式であるならば，一般にどのような関数でも成り立つ．しかしながら，Λが
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π̄αと πα̇のみから構成され，かつローレンツ変換のもとで共変的であるという条
件を課すと，(定数倍を除いて)Λは

Λα1...αpα̇1...α̇q(π̄α,πα̇) = π̄α1 · · · π̄αpπα̇1 · · · πα̇q (2.4.14)

に限られる．このことに応じて，kは

k =
1

2
(p − q) , (p, q = 0, 1, 2, . . .) (2.4.15)

と定まる．この結果はヘリシティー kが整数値または半整数値に量子化されるこ
とを意味している．式 (2.4.14)を式 (2.4.12)に代入することで，連立微分方程式
(2.4.8a)–(2.4.8c)の解は

Φα1...αpα̇1...α̇q(x
αα̇, π̄α,πα̇) = π̄α1 · · · π̄αpπα̇1 · · · πα̇q exp

(
−ixββ̇π̄βπβ̇

)
(2.4.16)

と求まる．いま，時間座標x0はx0 = (x00̇ + x11̇)/
√

2と与えられるので，式 (2.4.16)

は正振動数 (|π0̇|2 + |π1̇|2)/
√

2を持つ平面波解を記述していることがわかる．また，
負振動数の平面波解は式 (2.4.16)の複素共役をとることで得られる．

2.5 スピナー形式で書かれた波動関数とペンローズ変換
この節では，平面波解 (2.4.16)を用いて，正振動数のスピナー形式で書かれた
波動関数を構成し，この波動関数が明確に定義されるようにその正則化を考える．
また，この波動関数は一般されたワイル方程式を満たすスピナー場であることを
示す．さらに，適切なフーリエ・ラプラス変換を行うことで，このスピナー場をツ
イスター関数のペンローズ変換として表す．また，負振動数の場合にも同様の考
察を行う．

2.5.1 正振動数の波動関数
いま，複素関数 F̃+(π̄, π)は，|π0̇| → ∞の極限で漸近的に F̃+

1 (π̄1,π1̇)(π̄0)k0(π0̇)
l0

(k0, l0 ∈ Z)と振る舞い，|π1̇| → ∞の極限で漸近的に F̃+
0 (π̄0,π0̇)(π̄1)k1(π1̇)

l1 (k1, l1 ∈
Z) と振る舞うものとする．ここで，F̃+

0 と F̃+
1 は，F̃+から定まる複素関数である．

また，関数 F̃+には余分な定数スピナーも含められるとする．次の正振動数のスピ
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ナー形式で書かれた波動関数を考える:

Ψ+
α1...αpα̇1...α̇q(x)

:=
(−1)p

(2πi)4

∫

C2

F̃+(π̄,π)Φα1...αpα̇1...α̇q(x, π̄,π)d2π̄ ∧ d2π

=
(−1)p

(2πi)4

∫

C2

π̄α1 · · · π̄αpπα̇1 · · · πα̇q F̃
+(π̄,π) exp

(
−ixββ̇π̄βπβ̇

)
d2π̄ ∧ d2π . (2.5.1)

ここで，積分測度 d2π̄ := dπ̄0 ∧dπ̄1と d2π := dπ0̇ ∧dπ1̇ を定義した．式 (2.5.1)は平
面波解Φα1...αpα̇1...α̇qと係数関数 F̃+との線形結合に相当している．また，式 (2.5.1)

で与えられた積分が明確に定義されるためには，|π0̇|2 + |π1̇|2 → ∞の領域内で被
積分関数の絶対値が十分に早く減少しなければならない．（ただし，被積分関数は
C2の原点で性質の良い関数であるとする．）そこで式 (2.5.1)の積分が明確に定義
されるように，式 (2.5.1)において xαα̇を zαα̇ = xαα̇ − iyαα̇ に置き換え，指数型
の因子 exp

(
−yββ̇π̄βπβ̇

)
が被積分関数に含まれるように書き換える．この因子の指

数部分 yββ̇π̄βπβ̇は，実変数 yµ (µ = 0, 1, 2, 3)とスピナー変数0α̇ := U β̇
α̇ (y)πβ̇を用

いて

yββ̇π̄βπβ̇ =
1√
2

(
y0 + |1y|

)
|00̇|2 +

1√
2

(
y0 − |1y|

)
|01̇|2 (2.5.2)

と書き換えられる1．ここで，|1y|は |1y| :=
√

(y1)2 + (y2)2 + (y3)2，行列 U(y)は

U(y) :=
1√

2|1y|
(
y3 + |1y|

)

(
y3 + |1y| y1 + iy2

y1 − iy2 −y3 − |1y|

)
(2.5.3)

である．この行列はユニタリー行列であると同時にエルミート行列でもある．式
(2.5.2)から yββ̇π̄βπβ̇は，yµyµ ≡ (y0)2 − |1y|2 > 0かつ y0 > 0のときに限り，正の値
になることがわかる．これら 2つの yµに関する条件を組み合わせて領域CM+を

CM+ :=
{
(zµ) ∈ CM'

∣∣ zµ = xµ − iyµ, yµy
µ > 0, y0 > 0

}
(2.5.4)

12階のスピナー zαα̇ と 4元ベクター zµ の間には次の関係式が成り立つ:
(

z00̇ z01̇

z10̇ z11̇

)
=

1√
2

(
z0 + z3 z1 + iz2

z1 − iz2 z0 − z3

)

ここで，zαα̇は，zµが実数のときに限り，エルミート性を満たすことに注意する．また，xµと yµ

は，xαα̇ と yαα̇ がそれぞれエルミート性を満たしているので，実数である．
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と定義する．この領域は，前方管状領域 (forward tube または future tube) と呼ば
れている [41–44]．ここで，CM'は共形コンパクト化 (conformal compactification)

された複素ミンコフスキー空間を表している．（CMの代わりに CM'を採用する
ことで，(πα̇) = 0を含むことができる．）領域CM+内では yββ̇π̄βπβ̇ > 0が成り立
つので，

Ψ+
α1...αpα̇1...α̇q(z)

=
(−1)p

(2πi)4

∫

C2

π̄α1 · · · π̄αpπα̇1 · · · πα̇q F̃
+(π̄, π) exp

(
−izββ̇π̄βπβ̇

)
d2π̄ ∧ d2π (2.5.5)

の積分は，(zµ) ∈ CM+である zµに対して明確に定義される．したがって，正振
動数のスピナー形式で書かれた波動関数 Ψ+

α1...αpα̇1...α̇q
(z)は，領域 CM+内で明確

に定義されることがわかる．式 (2.5.5)の中で，exp
(
−yββ̇π̄βπβ̇

)
は減衰因子の役割

を果たしている．いま，ミンコフスキー空間M上の波動関数に対応するスピナー
形式で書かれた波動関数は

Ψ+
α1...αpα̇1...α̇q

(x) := lim
y0↓0

Ψ+
α1...αpα̇1...α̇q

(z) (2.5.6)

と与えられる．
波動関数 Ψ+

α1...αpα̇1...α̇q
(z)は，2成分スピナーの性質 π̄βπ̄β = πβ̇π

β̇ = 0 を用いる
と，一般化されたワイル方程式

∂

∂zββ̇
Ψβα2...αpα̇1...α̇q(z) = 0 , (2.5.7a)

∂

∂zββ̇
Ψα1...αpβ̇α̇2...α̇q

(z) = 0 (2.5.7b)

を満たしていることを簡単に示すことができる．このことは，Ψ+
α1...αpα̇1...α̇q

(z)が一
般化されたワイル方程式を満たす p + q階の無質量スピナー場であることを意味
している．また，関数 Φα1...αpα̇1...α̇q(z, π̄,π)は式 (2.5.7a)と式 (2.5.7b)の特殊解で
ある．
ここから，係数関数 F̃+(π̄, π)の π̄αについてのフーリエ・ラプラス変換

F+(ω, π) :=
1

(2πi)2

∮

Π+

F̃+(π̄, π) exp (−π̄αωα)d2π̄ (2.5.8)

を考える．ここで，ωαは式 (2.2.9)によって与えられている 2成分スピナーである．
式 (2.5.8)は，適切な積分路Π+に沿って周回積分を実行することで，ωαとπα̇の正
則関数 F+(ω, π)が得られることを表している．また，その積分は π̄0と π̄1に関す
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る 2重の周回積分となる．（フーリエ・ラプラス変換 (2.5.8)は演算子 ˆ̄πα = −∂/∂ωα

によって定まる表示と整合的である．）さて，スピナー変数 ωαと πα̇を組み合わせ
たものは，ツイスター変数ZA = (ωα,πα̇)にほかならない．したがって，関数 F+

は，(ωα,πα̇)という座標が張る 4次元複素空間，すなわち (非射影的)ツイスター
空間T上の正則関数とみなせ，F+(Z)と表すことができる．このような ZAの正
則関数はツイスター関数と呼ばれている．この F+が条件 yββ̇π̄βπβ̇ > 0のもとで
明確に定義されることは，等式

yββ̇π̄βπβ̇ = -(π̄αω
α) =

1

2

(
π̄αω

α + ω̄α̇πα̇
)

(2.5.9)

から明らかである．つまり，F+はツイスター空間の上半分

T+ :=
{
(ωα,πα̇) ∈ T

∣∣ π̄αωα + ω̄α̇πα̇ > 0
}

(2.5.10)

で明確に定義される．このことは，領域CM+に対応するTの領域がT+である
ことを示している．より正確には，T+上の任意の点は，CM+上に全体として存
在する α-平面と呼ばれる複素ナル平面 (complex null plane)に対応している．反
対に，CM+上の任意の点は，T+上に全体として存在するTの 2次元の部分空間
に対応している．
式 (2.5.5)は， ∂

∂ωα e−π̄βωβ
= −π̄αe−π̄βωβ が成り立つことから，ツイスター関数

F+(ω, π)を用いて次のように書ける:

Ψ+
α1...αpα̇1...α̇q

(z) =
1

(2πi)2

∮

Σ+

πα̇1 · · · πα̇q

∂

∂ωα1
· · · ∂

∂ωαp
F+(ω,π)d2π . (2.5.11)

ここで，(zµ) ∈ CM+，(ωα,πα̇) ∈ T+である．また，Σ+はΠ+と異なる積分路で
ある．式 (2.5.11)は，点付きのスピナー添字と点なしのスピナー添字の両方を持つ
ペンローズ変換の非射影形式として知られているものである [42]．いま，zµを一
定に保って，d2πを含む式 (2.5.11)の被積分関数に，πα̇についての外微分を作用
させると，

d

(
πα̇1 · · · πα̇q

∂

∂ωα1
· · · ∂

∂ωαp
F+(ω,π)d2π

)
= 0 (2.5.12)

が求まる．式 (2.5.11)の積分は，この結果に従ってポアンカレの補題とストークス
の定理を用いると，積分領域内における積分路Σ+の連続的変形に対して不変で
あることを証明できる．さて，F+は次数 rの斉次関数であると仮定すると，

F+(cω, cπ) = crF+(ω, π) (c ∈ C) (2.5.13)
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が成り立つ．このとき，式 (2.5.11)の積分において積分変数を πα̇ から cπα̇ へ置
き換え，その積分が積分路の連続的変形のもとで不変であることを用いると，式
(2.5.11)の積分は，cq−p+r+2を乗じたものに変化する．しかしながら，式 (2.5.11)

の積分は，πα̇が積分変数であることから，積分変数の置き換えに対して不変であ
ることが言える．これらのことより，次の式が得られる:

(
cq−p+r+2 − 1

) ∮

Σ+

πα̇1 · · · πα̇q

∂

∂ωα1
· · · ∂

∂ωαp
F+(ω, π)d2π = 0 . (2.5.14)

この式の積分は，cが任意であることから，r #= p−q−2のとき0になり，r = p−q−2

のときだけ 0にならないことがわかる．そこで，r = p − q − 2のときを採用する
と，d2πを含む被積分関数は，dπ0̇/π0̇と ζ := π1̇/π0̇に関する 1-形式の外積として
表せる (このとき，π0̇と ζは互いに独立な変数である)．その後，π0̇ = 0のまわり
の閉曲線に沿って π0̇の周回積分を実行すると，式 (2.5.11)は

Ψ+
α1...αpα̇1...α̇q

(z) =
1

2πi

∮

Γ+

πα̇1 · · · πα̇q

∂

∂ωα1
· · · ∂

∂ωαp
F+(ω, π)πβ̇dπ

β̇ (2.5.15)

に帰着する．ここで，積分路Γ+は座標 ζもしくは ζ−1が張る複素射影直線CP1上の
閉曲線である．式 (2.5.15)はペンローズ変換の射影形式として知られている [41–45]．
いま，関数 F+は，ヘリシティーを決める固有値方程式に相当する

(
−ωα ∂

∂ωα
− πα̇

∂

∂πα̇
− 2 + 2k

)
F+(ω, π) = 0 (2.5.16)

を満たしていることを示すことができる．この式は，ツイスター理論におけるヘ
リシティーを決める固有値方程式と kにつく符号だけ異なっている2．したがって，
Ψ+
α̇1...α̇n

は負のヘリシティーを持つスピナー場を表し，一方，Ψ+
α1...αm

は正のヘリシ
ティーを持つスピナー場を表していることがわかる．このことは，式 (2.4.15)から
も確認される．

2.5.2 負振動数の波動関数
明確に定義された負振動数のスピナー形式で書かれた波動関数は，Ψ+

α1...αmα̇1...α̇n
(z)

の複素共役をとることですぐに得られる．しかしながら，この方法で得られる負
2ツイスター理論におけるヘリシティーを決める固有値方程式は，次の式によって与えられる

[41,42]:
(
−ωα ∂

∂ωα
− πα̇

∂

∂πα̇
− 2 − 2k

)
F (ω, π) = 0 .

この式は作用積分 (2.2.7) に基づくツイスター量子化を行うことで得られる．また，この式は式
(2.4.11)と等価であることが証明できる．
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振動数の波動関数は，zµの関数になるので，反正則関数になる．以下では，負振
動数のスピナー形式で書かれた波動関数を正則関数として構成する．
はじめに，複素関数 F̃−(π̄,π)は F̃+(π̄, π)と同様なものとする．次に，式 (2.5.1)

の Ψ+
α1...αpα̇1...α̇q

(x) に対応する負振動数のスピナー形式で書かれた波動関数を次の
ように定義する:

Ψ−
α1...αpα̇1...α̇q(x)

:=
1

(2πi)4

∫

C2

F̃−(π̄, π)Φ̄α1...αpα̇1...α̇q(x, π̄, π)d2π̄ ∧ d2π

=
1

(2πi)4

∫

C2

π̄α1 · · · π̄αpπα̇1 · · · πα̇q F̃
−(π̄, π) exp

(
ixββ̇π̄βπβ̇

)
d2π̄ ∧ d2π . (2.5.17)

ここで，

Φ̄α1...αpα̇1...α̇q(x, π̄,π) := Φα1...αqα̇1...α̇p(x, π̄, π) (2.5.18)

である．関数 Φ̄α1...αpα̇1...α̇q は式 (2.4.8a)–(2.4.8c) の複素共役を満たし，それに対応
する kの値は

k = −1

2
(p − q) , (p, q = 0, 1, 2, . . .) (2.5.19)

によって決まる．この式は式 (2.4.15)と符号だけ異なっている．一般に，式 (2.5.17)

の積分は，明確に定義されない．そこで，正振動数のスピナー形式で書かれた波
動関数を構成したのと同様に，xαα̇を zαα̇ = xαα̇− iyαα̇ に置き換える．すると，式
(2.5.17)の被積分関数には因子 exp

(
yββ̇π̄βπβ̇

)
が含まれるようになる．この因子は，

条件式 yµyµ > 0と y0 < 0を同時に満たす領域内で減衰因子としての役割を果たす
(式 (2.5.2)参照)．これら 2つの yµに関する条件を組み合わせて領域CM−を

CM− :=
{
(zµ) ∈ CM'

∣∣ zµ = xµ − iyµ, yµy
µ > 0, y0 < 0

}
(2.5.20)

と定義する．この領域は，後方管状領域 (backward tube または past tube) と呼
ばれている [41–44]．領域CM−内では yββ̇π̄βπβ̇ < 0が成り立つので，

Ψ−
α1...αpα̇1...α̇q(z)

=
1

(2πi)4

∫

C2

π̄α1 · · · π̄αpπα̇1 · · · πα̇q F̃
−(π̄, π) exp

(
izββ̇π̄βπβ̇

)
d2π̄ ∧ d2π (2.5.21)

の積分は，(zµ) ∈ CM−である zµに対して明確に定義される．したがって，正則
関数として与えられているときの負振動数の波動関数は，CM−内で明確に定義さ
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れることがわかる．ミンコフスキー空間M上の波動関数に対応するスピナー形式
で書かれた波動関数は

Ψ−
α1...αpα̇1...α̇q

(x) := lim
y0↑0

Ψ−
α1...αpα̇1...α̇q

(z) (2.5.22)

によって与えられる．また，Ψ+
α1...αpα̇1...α̇q

(z)のときと同様に，Ψ−
α1...αpα̇1...α̇q

(z)は一
般化されたワイル方程式 (2.5.7a)と (2.5.7b) を満たす p + q階の無質量スピナー場
であることを簡単に示すことができる．
ここから，係数関数 F̃−(π̄, π)の π̄αについてのフーリエ・ラプラス変換

F−(ω, π) :=
1

(2πi)2

∮

Π−
F̃−(π̄, π) exp (π̄αω

α)d2π̄ (2.5.23)

を考える．式 (2.5.23)は，適切な積分路Π−に沿って周回積分を実行することで，
ωαと πα̇のツイスター関数 F−(ω, π)が得られることを表している．また，その積
分は π̄0と π̄1に関する 2重の周回積分となる．（フーリエ・ラプラス変換 (2.5.23)は
演算子 ˆ̄πα = ∂/∂ωαによって定まる共役な表示と整合的である．）ツイスター関数
F−は，式 (2.5.9)から，ツイスター空間の下半分

T− :=
{
(ωα,πα̇) ∈ T

∣∣ π̄αωα + ω̄α̇πα̇ < 0
}

(2.5.24)

で明確に定義されることがわかる．このことは，領域CM−に対応するTの領域
がT−であることを示している．すなわち，T+とCM+との間に存在する対応関
係と同様な対応関係がT−とCM−との間にも存在している．
式 (2.5.21)は，ツイスター関数 F−(ω,π)を用いて次のように書ける:

Ψ−
α1...αpα̇1...α̇q

(z) =
1

(2πi)2

∮

Σ−
πα̇1 · · · πα̇q

∂

∂ωα1
· · · ∂

∂ωαp
F−(ω, π)d2π . (2.5.25)

ここで，(zµ) ∈ CM−, (ωα, πα̇) ∈ T−である．また，Σ−はΠ−と異なる積分路で
ある．さて，F−は次数 r′の斉次関数であると仮定する．すると，(2.5.25)の積分
は，r′ #= p− q − 2のとき 0になり，r′ = p− q − 2のときだけ 0にならないことが
わかる．そこで，r′ = p − q − 2のときを採用すると，式 (2.5.25)は

Ψ−
α1...αpα̇1...α̇q

(z) =
1

2πi

∮

Γ−
πα̇1 · · · πα̇q

∂

∂ωα1
· · · ∂

∂ωαp
F−(ω,π)πβ̇dπ

β̇ (2.5.26)

に帰着する．ここで，積分路 Γ−はCP1上の閉曲線である．式 (2.5.26)は，ペン
ローズ変換として表された負振動数のスピナー場Ψ−

α1...αpα̇1...α̇q
(z)である．いま，関

数 F−は，共役な表示におけるヘリシティーを決める固有値方程式に相当する
(
ωα

∂

∂ωα
+ πα̇

∂

∂πα̇
+ 2 + 2k

)
F−(ω,π) = 0 (2.5.27)
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を満たしていることを示すことができる3．ここで，kは式 (2.5.19)で与えられる．式
(2.5.27)から，Ψ−

α̇1...α̇n
は正のヘリシティーを持つスピナー場を表し，一方，Ψ−

α1...αm

は負のヘリシティーを持つスピナー場を表していることがわかる．

2.6 スピナー形式で書かれた波動関数を生成する指数型
母関数

この節では，第 2.5節で与えられたスピナー形式で書かれた波動関数を生成する
指数型母関数を考える．また，この母関数からスピナー形式で書かれた波動関数
に対する新たな表示を求める．
式 (2.5.5)と式 (2.5.21)から，

−i
∂

∂zββ̇
Ψ±
α1...αpα̇1...α̇q

(z) = Ψ±
βα1...αpβ̇α̇1...α̇q

(z) (2.6.1)

が成り立つことがわかる．いま，スピナー形式で書かれた波動関数Ψ±
α1...αpα̇1...α̇q

(z)

を生成する指数型母関数Ψ±を

Ψ±(z, ι,κ) :=
∞∑

p=0

∞∑

q=0

1

p!q!
Ψ±
α1...αpα̇1...α̇q

(z)ια1 · · · ιαpκα̇1 · · ·κα̇q (2.6.2)

と定義する．ここで，ιαと κα̇はそれぞれ，任意の点なしスピナーと点付きスピ
ナーである．また，関数 Ψ±

α1...αpα̇1...α̇q
(z)は，指数型母関数Ψ±の ιαと κα̇について

のマクローリン展開の展開係数である．指数型母関数Ψ±は，式 (2.6.1)を用いる
と，基礎方程式

(
−i

∂

∂zαα̇
− ∂2

∂ια∂κα̇

)
Ψ±(z, ι,κ) = 0 (2.6.3)

3共役な表示におけるヘリシティーを決める固有値方程式は
(

ωα ∂

∂ωα
+ πα̇

∂

∂πα̇
+ 2 − 2k

)
G(ω, π) = 0

と与えられて，この式は式 (2.5.27)と kにつく符号だけ異なっている．この式は作用積分 (2.2.7)に
基づくツイスター量子化を行うことで得られる．また，この式は式 (2.4.11)の複素共役，すなわち

(
πα̇

∂

∂πα̇
− π̄α

∂

∂π̄α
− 2k

)
Φ̄(π̄,π) = 0

に等価であることを証明できる．
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を満たしていることを示すことができる．式 (2.6.3)は，いわゆるアンフォールデッ
ド方程式 (unfolded equation) [57,58]

(
−i

∂

∂xαα̇
− ∂2

∂ψα∂ψ̄α̇

)
Φ̃
(
x,ψ, ψ̄

)
= 0 (2.6.4)

を複素化したものにほかならない．式 (2.6.4)は，本研究における定式化では，式
(2.4.3a)の左からブラベクター

〈x, e,ψ, ψ̄| := 〈0̃| exp
(
ixαα̇P̂ (x)

αα̇ + ieP̂ (e) − ψα ˆ̄πα + ψ̄α̇π̂α̇
)

(2.6.5)

を乗じることで得られる．ただし，〈0̃|は

〈0̃|x̂αα̇ = 〈0̃|ê = 〈0̃|ψ̂α = 〈0̃| ˆ̄ψα̇ = 0 (2.6.6)

を満たすとする．また，関数 Φ̃は Φ̃(x, e,ψ, ψ̄) := 〈x, e,ψ, ψ̄|Φ〉と定義され，式
(2.4.3b)を考慮することで Φ̃(x,ψ, ψ̄)と表される．
式 (2.6.2)に式 (2.5.5)と式 (2.5.21)を代入すると，式 (2.6.2)は

Ψ±(z, ι,κ) =
1

(2πi)4

∫

C2

F̃±(π̄, π) exp
(
∓ izαα̇π̄απα̇ ∓ π̄αι

α + πα̇κ
α̇
)
d2π̄ ∧ d2π

(2.6.7)

となる．式 (2.6.7)におけるΨ+とΨ−はそれぞれ，積分 (2.5.5)と積分 (2.5.21)がそ
れぞれ前方管状領域CM+と後方管状領域CM−内で収束することより，明らかに
CM+とCM−内で明確に定義される．また，式 (2.6.2)に式 (2.5.15)と式 (2.5.26)

を代入すると，式 (2.6.2)は

Ψ±(z, ι,κ) =
1

2πi

∮

Γ±
exp

(
πα̇κ

α̇ + ια
∂

∂ωα

)
F±(ω, π)πβ̇dπ

β̇ (2.6.8)

となる．この式は，第 2.5節で求めたペンローズ変換の全体を 1つにまとめた形式
になっている．
いま，等式

F̃±(π̄, π) exp
(
∓ π̄αι

α + πα̇κ
α̇
)

= F̃±
(
∓ ∂

∂ι
,
∂

∂κ

)
exp

(
∓ π̄αι

α + πα̇κ
α̇
)

(2.6.9)

が成り立つことがわかる．ただし，F̃±(∂/∂ι, ∂/∂κ
)
には積分演算子 (∂/∂ια)−1 :=

∫
dια と (∂/∂κα̇)−1 :=

∫
dκα̇ が含まれていて，それらの高次の項も含まれている
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とする．式 (2.6.9)を式 (2.6.7)に用いると，式の式が求まる:

Ψ±(z, ι,κ)

=
1

(2πi)4
F̃±
(
∓ ∂

∂ι
,
∂

∂κ

)∫

C2

exp
(
∓ izαα̇π̄απα̇ ∓ π̄αι

α + πα̇κ
α̇
)
d2π̄ ∧ d2π

=
1

(2πi)4
F̃±
(
∓ ∂

∂ι
,
∂

∂κ

)
exp

(
iz−1
α̇ακ

α̇ια
) ∫

C2

exp
(
∓ izββ̇π̄βπβ̇

)
d2π̄ ∧ d2π .

(2.6.10)

ここで，z−1
α̇α は zαγ̇z−1

γ̇β = δαβ と z−1
α̇γ zγβ̇ = δβ̇α̇ を満たす行列要素である．式 (2.6.10)

の積分を実行すると，

Ψ±(z, ι,κ) =
1

(2π)2
det
(
z−1
β̇β

)
F̃±
(
∓ ∂

∂ι
,
∂

∂κ

)
exp

(
iz−1
α̇ακ

α̇ια
)

(2.6.11)

が導かれる．式 (2.6.11)のΨ±が式 (2.6.3)を満たしていることは，直接計算して確
かめることができる．式 (2.6.11)から，スピナー形式で書かれた波動関数は，Ψ±

の ιαと κα̇についてのマクローリン展開の展開係数として，次のように得られる:

Ψ±
α1...αpα̇1...α̇q

(z) =
1

(2π)2
det
(
z−1
β̇β

) ∂p+q

∂ια1 · · · ∂ιαp∂κα̇1 · · · ∂κα̇q

× F̃±
(
∓ ∂

∂ι
,
∂

∂κ

)
exp

(
iz−1
α̇ακ

α̇ια
)∣∣∣∣
ια=κα̇=0

. (2.6.12)

このようにして，スピナー形式で書かれた波動関数に対する新たな表示が得られた．
さて，z−1

α̇αに対応する反変ベクターを (z−1)µと書く4．すると，(z−1)µは，(z−1)µ =

2zµ/(zνzν)と表すことができる．また，離散変換 zµ → 1
2(z

−1)µは共形反転変換と
して知られている [62]．したがって，式 (2.6.12)の Ψ±

α1···αpα̇1···α̇q
は共形反転変換さ

れた時空座標 1
2(z

−1)µの関数であることがわかる．

2.7 まとめと今後の課題
本章では，ゲージ化された白藤の作用積分を時空座標とスピナー変数を用いて
書き換え，それに基づく正準形式を展開した．その後，無質量粒子の正準量子化
を考察した．

42階のスピナー zα̇β(:= zβα̇)は反変ベクター zµ との間に次の関係式が成り立つ:
(

z0̇0 z0̇1

z1̇0 z1̇1

)
=

(
z00̇ z10̇

z01̇ z11̇

)
=

1√
2

(
z0 − z3 −z1 − iz2

−z1 + iz2 z0 + z3

)
.
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まず，ゲージ化された白藤の作用積分の簡単な解説がされ，ゲージ化された白
藤の作用積分は時空座標とスピナー変数を用いて書き換えられた．次に，その作
用積分に基づく正準形式が構成され，そこで得られた拘束条件が系統的に第一類
と第二類に分類された．その後，第二類拘束条件は，ディラック括弧を定義し正
準変数を減らすことで処理された．また，量子化の手続きを実行した後，第一類
拘束条件は，物理的状態を定義する条件式として読み換えられた．その結果，得
られた連立微分方程式を解くことで，平面波解 Φα1...αpα̇1...α̇q が導かれた．この解
Φα1...αpα̇1...α̇q と係数関数 F̃+を用いて，正振動数のスピナー形式で書かれた波動関
数 Ψ+

α1...αpα̇1...α̇q
が構成された．同様に，平面波解 Φ̄α1...αpα̇1...α̇q と係数関数 F̃−を用

いて，負振動数のスピナー形式で書かれた波動関数Ψ−
α1...αpα̇1...α̇q

が構成された．こ
のとき，Ψ+

α1...αpα̇1...α̇q
は前方管状領域CM+内で明確に定義され，Ψ−

α1...αpα̇1...α̇q
は

後方管状領域CM−内で明確に定義されることが示された．また，Ψ+
α1...αpα̇1...α̇q

と
Ψ−
α1...αpα̇1...α̇q

はそれぞれ，一般化されたワイル方程式 (2.5.7a)と (2.5.7b) を満たす
スピナー場であることがわかった．さらに，スピナー場Ψ+

α1...αpα̇1...α̇q
とΨ−

α1...αpα̇1...α̇q

はそれぞれ，係数関数 F̃+と F̃−に対して適切なフーリエ・ラプラス変換を行うこ
とで，ツイスター関数F+とF−のペンローズ変換として表された．そして，スピ
ナー形式で書かれた波動関数を生成する指数型母関数 Ψ±が構成され，スピナー
形式で書かれた波動関数に対する新たな表示 (2.6.12)が求められた．この表示は，
共形反転変換された時空座標 1

2(z
−1)µの関数であることがわかった．

本研究では，式 (2.5.8)，式 (2.5.11)，式 (2.5.23)，式 (2.5.25) のような 2重の周
回積分が形式的に与えられた．そのため，本研究での議論を厳密に取り扱うために
は，これらの周回積分を高次元での複素解析を用いて定式化する必要がある．ま
た，式 (2.4.6)と式 (2.4.7)によって定まる関数空間もしくはヒルベルト空間に関す
る考察はされなかった．しかしながら，文献 [46]において，ツイスター量子化に
おけるヒルベルト空間の性質が詳しく調べられているので，式 (2.4.6)と式 (2.4.7)

で定義された表示がヒルベルト空間内で成り立つことが期待される．
今後の課題として，スピンを持つ無質量粒子のツイスター模型に時空上のゲー
ジ場の相互作用を取り入れ，その古典力学と量子力学を考察をすることが挙げら
れる．また，スピンを持つ有質量粒子も記述できるように，ゲージ化された白藤
の作用積分を拡張することも重要な課題である．(このような拡張についての研究
は文献 [63]ですでに述べられている．さらに，ツイスター変数で表現されたスピ
ンを持つ有質量粒子模型の考察が文献 [59, 64–67]で行われている．)
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第3章 剛性を持つ無質量粒子の
ツイスター形式

剛性を持つ無質量粒子模型と呼ばれる相対論的な点粒子の模型がある．この模
型を記述するラグランジアンは，剛性を持つ無質量粒子のラグランジアンと呼ば
れ，点粒子が描く世界線の外曲率を基に構成されている．本章では，剛性を持つ
無質量粒子のツイスター形式を導出し，その作用積分が，第 2章で議論されたゲー
ジ化された白藤の作用積分に一致することを証明する．まず，剛性を持つ無質量
粒子のラグランジアンと等価な 1次形式のラグランジアンを与える．次に，1次形
式のラグランジアンを時空座標とスピナー変数を用いて書き換えることで，スピ
ナー変数で表現された剛性を持つ無質量粒子のラグランジアンを求める．さらに，
このラグランジアンをツイスター変数を用いて書き換えることで，ツイスター変
数で表現された剛性を持つ無質量粒子の作用積分を導く．すると，この作用積分
はゲージ化された白藤の作用積分に一致することがわかる．

3.1 導入
4次元時空における剛性を持つ粒子模型が，現在まで，多様な観点から研究され
ている [7–22,24,68]．この模型を記述する作用積分は，点粒子が描く世界線の外曲
率を基に構成される．実際に，世界線の外曲率をK = K(l)とすると，剛性を持つ
粒子の作用積分は次のように与えられる:

S :=

∫ l1

l0

dl (−m − kKγ) . (3.1.1)

ここで，lは点粒子が描く世界線の弧長パラメーター，m, k, γ は実定数である1．
剛性を持つ粒子模型は，式 (3.1.1)においてmをm = 0かm #= 0のどちらかに

1式 (3.1.1)をより一般化した作用積分 SF =
∫ l1

l0
dlF (K)の考察も Plyushchayによって行われ

ている [21]．ここで，F は外曲率K の任意関数である．また，そのような作用積分のD次元時空
上での考察が Nesterenkoたちによって行われている [22]．
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決め，γ の値を指定することで定められる．特に，γ = 1のときの模型がいまま
で最もよく研究されている [7–16]．さらにこれらの中で，m = 0とおいたときの
剛性を持つ無質量粒子模型は，物理的な観点からよく理解されている．実際に，
Plyushchayは，この模型がヘリシティー kのスピンを持つ無質量粒子を記述する
ことを示した [11, 12]．(ただし，Plyushchayが考察した作用積分は式 (3.1.1)の k

を−|k|に置き換えたものである．) Plyushchayが導いた結果を考慮すると，剛性
を持つ無質量粒子模型を記述するラグランジアン L0(l) := −|k|Kは，(可換な)ス
ピナー変数とツイスター変数を用いて書き換えられるという考えが得られる．な
ぜなら，これらの変数は，スピンを持つ無質量粒子を記述するのに有効な力学変
数だからである (第 2章参照)．本章では，白藤によって展開されたツイスター変
数で表現されたスピンを持たない無質量粒子のラグランジアンを導く方法 (白藤の
方法) [40]に従い，ツイスター変数で表現された剛性を持つ無質量粒子のラグラン
ジアンを導く．
はじめに，白藤の方法を剛性を持つ無質量粒子模型に適用するために，剛性を
持つ無質量粒子のラグランジアンL0と等価な 1次形式のラグランジアンを与える．
また，実際に 1次形式のラグランジアンが L0に等しいことを示す．次に，1次形
式のラグランジアンから得られる拘束条件の解を 2成分スピナーを用いて書き下
す．この解を 1次形式のラグランジアンに代入すると，時空座標とスピナー変数
を用いて書かれた剛性を持つ無質量粒子のラグランジアンが導かれる．このラグ
ランジアンは，第 2章で議論されたラグランジアン (2.2.11)に一致することがわか
る．さらに，時空座標とスピナー変数を用いて書かれたラグランジアンをツイス
ター変数を用いて書き換えると，ツイスター変数で表現された剛性を持つ無質量
粒子のラグランジアンが導出される．このようにして得られたラグランジアンか
ら定まる作用積分は，ゲージ化された白藤の作用積分 [53]に一致することが証明
される．
本章は次のように構成されている: 第 3.2節では，白藤の方法の簡単な解説を
行う．第 3.3節では，白藤の方法を剛性を持つ無質量粒子のラグランジアンに適用
するために，剛性を持つ無質量粒子の 1次形式のラグランジアンを与える．第 3.4

節では，1次形式のラグランジアンを基に剛性を持つ無質量粒子のスピナー形式を
導く．第 3.5節では，剛性を持つ無質量粒子のスピナー形式を基に剛性を持つ無質
量粒子のツイスター形式を導出する．第 3.6節では，本章のまとめを行い，今後の
課題を述べる．第 3.7節では，補足として，本研究で必要な不等式を証明し，無質
量粒子のツイスター量子化を行う．
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3.2 スピンを持たない無質量粒子に対する白藤の方法
この節では，白藤の方法 [40]に従って，ツイスター変数で表現されたスピンを
持たない無質量粒子のラグランジアンを導出する．

4次元ミンコフスキー空間M上を運動する点粒子の時空座標を xµ = xµ(τ) (µ =

0, 1, 2, 3)とする．ここで，τ (τ0 ≤ τ ≤ τ1)は粒子が描く世界線に沿った任意のパ
ラメーターであり，dx0/dτ > 0とする．また，ミンコフスキー計量 ηµν は ηµν =

diag(1,−1,−1,−1)である．いま，質量mの相対論的自由粒子のラグランジアンは

Lf = −m
√

ẋ2 (3.2.1)

と与えられる．ここで，変数の上のドット記号は τに関する微分を表している．式
(3.2.1)はm = 0のときLf = 0になるので，ラグランジアン (3.2.1)は無質量粒子を
記述できないことがわかる．そこで，1次元パラメーター空間T := {τ |τ0 ≤ τ ≤ τ1}
上の補助場 a = a(τ)を導入して，ラグランジアン (3.2.1)を

Lf = − 1

2a
ẋ2 − 1

2
m2a (3.2.2)

と書き換える．式 (3.2.2)が式 (3.2.1)と古典的に等価であることは，次のように示
すことができる．式 (3.2.2)の aに関するオイラー・ラグランジュ方程式から

a =

√
ẋ2

m
(3.2.3)

が得られるので，この式を式 (3.2.2)に代入するとラグランジアン (3.2.2)は

Lf = −m
√

ẋ2 (3.2.4)

となり，ラグランジアン (3.2.1)に帰着する．したがって，式 (3.2.2)は式 (3.2.1)

と古典的に等価であることが示された．さらに，パラメーター空間 T 上の補助場
pµ = pµ(τ)を導入して，式 (3.2.2)を

Lf = −ẋµpµ +
1

2
a
(
pµp

µ − m2
)

(3.2.5)

と書き換える．式 (3.2.5)から補助場 pµを同様の手順で消去することで，式 (3.2.5)

は式 (3.2.2)と古典的に等価であることが示される．
式 (3.2.5)でm = 0とおくと，スピンを持たない無質量粒子の 1次形式のラグラ
ンジアンが次のように得られる:

Lf = −ẋµpµ +
1

2
apµp

µ . (3.2.6)
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このラグランジアンは，ẋµについて 1次式になっている．式 (3.2.6)の補助場 aに
関するオイラー・ラグランジュ方程式は

pµp
µ = 0 (3.2.7)

となる．方程式 (3.2.7)の解を，2成分スピナー π̄α = π̄α(τ) (α = 0, 1)とその複素
共役 πα̇ = πα̇(τ) (α̇ = 0̇, 1̇) を用いて，

pαα̇ = π̄απα̇ (3.2.8)

と書き下す．ここで，pαα̇は pµの 2階のスピナーである2．また，式 (3.2.8)が方程
式 (3.2.7)の解であることは，実際に解を代入して 2成分スピナーの性質 π̄απ̄α =

πα̇πα̇ = 0を用いることで確かめられる．式 (3.2.8)を式 (3.2.6)に代入すると，ス
ピナー変数で表現されたスピンを持たない無質量粒子のラグランジアンが

Lf = −ẋαα̇π̄απα̇ (3.2.9)

と得られる [40]．
いま，2成分スピナー ωαとその複素共役 ω̄α̇を

ωα := ixαα̇πα̇ , (3.2.10a)

ω̄α̇ := −ixαα̇π̄α (3.2.10b)

と定義し，ラグランジアン (3.2.9)を

Lf = i
(
π̄αω̇

α + ω̄α̇π̇α̇
)

(3.2.11)

と書き換える．さらに，ツイスター変数XA (A = 0, 1, 2, 3)とその双対ツイスター
変数 X̄Aを

XA := (ωα,πα̇) , X̄A :=
(
π̄α, ω̄

α̇
)

(3.2.12)

と定義すると，ラグランジアン (3.2.11)は

Lf = iX̄AẊA =
i

2

(
X̄AẊA − XA ˙̄XA

)
(3.2.13)

22階のスピナー pαα̇ と 4元ベクター pµ の間には次の関係式が成り立つ [69]:
(

p00̇ p01̇

p10̇ p11̇

)
=

1√
2

(
p0 + p3 p1 − ip2

p1 + ip2 p0 − p3

)
.

また，pαα̇ は，pµ が実数である場合に限り，エルミート行列になる．
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と書き換えられる．最後の式変形で，全微分項が作用積分に影響を与えないこと
から， i

2
d
dτ (X̄AXA)を無視した．さて，式 (3.2.12)と式 (3.2.10)を用いると，

X̄AXA = 0 (3.2.14)

と計算できるので，ツイスター変数XAと X̄Aはナルツイスター条件を満たして
いることがわかる．このことは，ツイスター理論においてラグランジアン (3.2.13)

がスピンを持たない粒子を記述することを意味している [40–42]．したがって，式
(3.2.13)は，ツイスター変数で表現されたスピンを持たない無質量粒子のラグラン
ジアンである．第 3.4節と第 3.5節において，このスピンを持たない無質量粒子の
ツイスター形式を構築する白藤の方法を剛性を持つ無質量粒子模型に適用する．

3.3 剛性を持つ無質量粒子の1次形式のラグランジアン
この節では，第 3.2節で述べた白藤の方法を実際に剛性を持つ無質量粒子の模型
に適用するために，剛性を持つ無質量粒子の 1次形式のラグランジアンを与える．
パラメーター空間 T 上の実場 qµ = qµ(τ), pµ = pµ(τ), rµ = rµ(τ), e = e(τ), c =

c(τ) を一般化座標として採用し，次の作用積分を考える:

S =

∫ τ1

τ0

dτL , (3.3.1)

L = (qµ − ẋµ)pµ − (q̇µ − cqµ)rµ + 2e(±
√

q2r2 − k) . (3.3.2)

ただし，q2 #= 0とする．また，q2 := qµqµ, r2 := rµrµであり，kは無次元の定数で
ある．いま，パラメーター τ の付け替え

τ → τ ′ = τ ′(τ)

(
dτ ′

dτ
> 0

)
(3.3.3)

のもとでの場 qµ, pµ, rµ, e, cの変換がそれぞれ，次のように与えられるとする:

qµ(τ) → q′µ(τ ′) =
dτ

dτ ′
qµ(τ) , (3.3.4a)

pµ(τ) → p′µ(τ ′) = pµ(τ) , (3.3.4b)

rµ(τ) → r′µ(τ ′) =
dτ ′

dτ
rµ(τ) , (3.3.4c)

e(τ) → e′(τ ′) =
dτ

dτ ′
e(τ) , (3.3.4d)

c(τ) → c′(τ ′) =
dτ

dτ ′
c(τ) +

dτ ′

dτ

d2τ

dτ ′2
. (3.3.4e)
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このとき，ラグランジアン (3.3.2)に含まれている∇qµ := q̇µ − cqµの変換は，次
のような一次変換になる:

∇qµ(τ) → ∇′q′µ(τ ′) =
dq′µ(τ ′)

dτ ′
− c′(τ ′)q′µ(τ ′)

=

(
dτ

dτ ′

)2

∇qµ(τ) . (3.3.5)

この式から，場 bはゲージ場の役割を果たしていることがわかる．さて，時空座標
xµはパラメーター空間 T 上の実スカラー場であるので，パラメーターの付け替え
のもとでの xµの変換は

xµ(τ) → x′
µ(τ ′) = xµ(τ) (3.3.6)

と与えられる．この式を用いると，パラメーターの付け替えのもとでの ẋµ の変
換が

ẋµ(τ) → ẋ′
µ(τ ′) =

dτ

dτ ′
ẋµ(τ) (3.3.7)

と求まる．式 (3.3.7)，式 (3.3.6)，式 (3.3.4)を用いると，作用積分 S はパラメー
ターの付け替えのもとで不変であることを示すことができる．ここで，ラグラン
ジアン (3.3.2)は ẋµと q̇µについて 1次式になっていることを指摘しておく．また，
ラグランジアン (3.3.2)には pµ, rµ, e, cの運動項が含まれていないので，pµ, rµ, e, c

は独立な補助場の役割を果たしていることがわかる．
ラグランジアン (3.3.2)の xµ, qµ, pµ, rµ, e, cに関するオイラー・ラグランジュ方程
式はそれぞれ次のようになる:

ṗµ = 0 , (3.3.8a)

ṙµ + pµ + crµ ± 2er2

√
q2r2

qµ = 0 , (3.3.8b)

ẋµ − qµ = 0 , (3.3.8c)

q̇µ − cqµ ∓ 2eq2

√
q2r2

rµ = 0 , (3.3.8d)

±
√

q2r2 − k = 0 , (3.3.8e)

qµrµ = 0 . (3.3.8f)

38



式 (3.3.8a)–(3.3.8d)にはパラメーター τの微分項が含まれていて，一方，式 (3.3.8e)

と式 (3.3.8f)には含まれていないことがわかる．したがって，式 (3.3.8e)と式 (3.3.8f)

は拘束条件であることが言える．また，式 (3.3.8e)は，kの正負が±
√

q2r2の符号
の選択に依存して決まることを示している．式 (3.3.8e)の両辺を τ で微分し，式
(3.3.8b)と式 (3.3.8d)を用いると，

q2rµpµ = 0 (3.3.9)

が得られる．ここで，q2は条件式 q2 #= 0を満たしているので，式 (3.3.9)は

rµpµ = 0 (3.3.10)

となる．同様に，式 (3.3.8f)の両辺を τ で微分し，式 (3.3.8b)と式 (3.3.8d)を用い
ると，

qµpµ = 0 (3.3.11)

が導出される．次に，式 (3.3.11)の両辺を τ 微分し，式 (3.3.8a)を用いると，

q̇µpµ = 0 (3.3.12)

が求まる．式 (3.3.12)の左辺に式 (3.3.8d)，式 (3.3.10)，式 (3.3.11)を用いると，式
(3.3.12)は恒等的に 0であることが確かめられる．このことは，式 (3.3.11)から新
たな拘束条件が現れないことを意味している．さて，式 (3.3.10)の両辺を τで微分
し，式 (3.3.8a)，式 (3.3.8b)，式 (3.3.10)，式 (3.3.11)を用いると，

pµpµ = 0 (3.3.13)

が導かれる．式 (3.3.13)の両辺を τ で微分すると，式 (3.3.13)は

ṗµpµ = 0 (3.3.14)

となる．式 (3.3.14)は，式 (3.3.8a)を用いると恒等的に 0になるので，式 (3.3.13)

から新たな拘束条件は現れないことがわかる．以上のことから，ラグランジアン
(3.3.2)から得られるすべての拘束条件は，式 (3.3.8e)と式 (3.3.8f)に加えて，式
(3.3.10)，式 (3.3.11)，式 (3.3.13)であることがことが結論される．
式 (3.3.8d)を用いて式 (3.3.2)から補助場 rµを消去すると，

L = (qµ − ẋµ)pµ − 2ke (3.3.15)
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が得られる．このとき補助場 eはもはや，独立変数ではなく式 (3.3.8d)から定まる
従属変数になる．実際に，eは次の手順によって定まる．まず，式 (3.3.8d)の両辺
に qµを乗じて内積をとり，式 (3.3.8f)を用いると，

c =
qq̇

q2
(3.3.16)

が求まる．ここで，qq̇ := qµq̇µである．その後，式 (3.3.16)と式 (3.3.8d)を用いる
と，次の式が導かれる:

e2 =
1

4q2
(q̇µ − bqµ) (q̇µ − bqµ)

=
q̇2
⊥

4q2
. (3.3.17)

ここで，q̇2
⊥ := q̇⊥µq̇

µ
⊥であり，

q̇µ
⊥ := q̇µ − qµ qq̇

q2
(3.3.18)

を定義した．このようにして，補助場 eは

e = ±1

2

√
q̇2
⊥

q2
(3.3.19)

と定まる．補助場 eは実数でなければならないので，式 (3.3.19)右辺の根号の中
に関して次の 2つの場合が考えられる: (a) q2 > 0, q̇2

⊥ ≥ 0，(b) q2 < 0, q̇2
⊥ ≤ 0．

いま，

q2q̇2
⊥ = q2q̇2 − (qq̇)2 (3.3.20)

と計算できるので，(a)と (b)の両方の場合で q2q̇2 ≥ (q̇q)2が成り立つ．さらに，qµ

が時間的なとき (q2 > 0)，q2q̇2 ≤ (qq̇)2が成り立つことを示すことができる (第3.7.1

項参照)．これらのことから，(a)の場合は，q2q̇2 ≥ (q̇q)2と q2q̇2 ≤ (q̇q)2が同時に
成り立つ必要がある．このことは，運動方程式とは無関係に，任意の τ (∈ T )に対
して q2q̇2 = (q̇q)2が成り立つことを示している．しかしながら，等式 q2q̇2 = (q̇q)2

は q̇2
⊥ = 0を与えるので，(a)の場合はS = 0になり，物理的に意味のない模型が導

かれる．したがって，(a)の場合は適さないことが結論されるので，以下では (b)

の場合を採用して考察を進めていく．ただし，ラグランジアン (3.3.2)に含まれて
いる

√
q2r2を考慮して，ラグランジアン (3.3.2)が実関数となるように rµに対し

て条件 r2 < 0を課す．
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式 (3.3.15)に式 (3.3.19)を代入すると，ラグランジアン (3.3.15)は

L = (qµ − ẋµ)pµ ∓ k

√
q̇2
⊥

q2
(3.3.21)

となる．式 (3.3.21)から式 (3.3.8c)を用いて qµと pµを消去すると，式 (3.3.21)は
次のようになる:

L = ∓k

√
ẍ2
⊥

ẋ2

= ∓k

√
ẋ2ẍ2 − (ẋẍ)2

−ẋ2
. (3.3.22)

ここで，ẋẍ := ẋµẍµであり，

ẍµ
⊥ := ẍµ − ẋµ ẋẍ

ẋ2
(3.3.23)

である．いまは (b)の場合を採用しているので，式 (3.3.22)における ẋ2と ẍ2
⊥は

ẋ2 < 0と ẍ2
⊥ < 0を満たしている．また，式 (3.3.21)と式 (3.3.22)における符号±

は，kの正負と組み合わせて結果的にラグランジアンが負になるように選ばれる．
すなわち，∓k = −|k|になる．すると，ラグランジアン (3.3.22)は

L = −|k|
√

ẍ2
⊥

ẋ2
(3.3.24)

となる．式 (3.3.24)は τ の関数として表したときの剛性を持つ無質量粒子のラグ
ランジアン L(τ) =

√
−ẋ2L0 = −|k|

√
−ẋ2K にほかならない [10–13]．(このとき，

∓k = −|k|は式 (3.3.8e)と両立し，矛盾のない結果
√

q2r2 = |k|を与える．) さて，
式 (3.3.24)を導く過程で現れた条件 ẋ2 < 0は，粒子が光速よりもはやい速さで運
動することを意味している．この運動は，スピンを持つ無質量粒子のツィッターベ
ベーグング (Zitterbewegung)の古典的対応物として解釈されている [70]．ラグラ
ンジアン (3.3.24)は，パラメーターの付け替えのもとで不変な作用積分 (3.3.1)を
基に導かれている．このことから期待されるように，ラグランジアン (3.3.24)か
ら定まる作用積分 S =

∫ τ1
τ0

dτLもまたパラメーターの付け替えのもとで不変であ
る．ここでは，1次形式のラグランジアン (3.3.2)から補助場 pµ, rµ, e, bを消去し，
さらに qµを消去することで，剛性を持つ無質量粒子のラグランジアン (3.3.22)が
導かれた．このことは，1次形式のラグランジアン (3.3.2)が剛性を持つ無質量粒
子のラグランジアンと古典的に等価であることを意味している．したがって，ẋµ

と q̇µについて 1次式の剛性を持つ無質量粒子のラグランジアンを構成することが
できた．
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3.4 剛性を持つ無質量粒子のスピナー形式
この節では，第 3.2節で 1次形式のラグランジアン (3.2.6)から式 (3.2.8)を導い
たのと同様の手順で，剛性を持つ無質量粒子の 1次形式のラグランジアンからス
ピナー変数で表現された剛性を持つ無質量粒子のラグランジアンを導出する．
まず，1次形式のラグランジアン (3.3.2)は，2階のスピナーを用いると次のよう
に書き換えられる:

L = (qαα̇ − ẋαα̇)pαα̇ − (q̇αα̇ − cqαα̇)rαα̇ + 2e(±
√

q2r2 − k) . (3.4.1)

ここで，q2 := qαα̇qαα̇, r2 := rαα̇rαα̇ (α = 0, 1; α̇ = 0̇, 1̇) である．次に，拘束条件
(3.3.13)，(3.3.11)，(3.3.10)，(3.3.8f) はそれぞれ，2階のスピナーを用いると次の
ように表すことができる:

pαα̇pαα̇ = 0 , (3.4.2a)

qαα̇pαα̇ = 0 , (3.4.2b)

rαα̇pαα̇ = 0 , (3.4.2c)

qαα̇rαα̇ = 0 . (3.4.2d)

この拘束条件の解は，2成分スピナー 0̄α = 0̄α(τ),χα = χα(τ)とその複素共役
0α̇ = 0α̇(τ), χ̄α̇ = χ̄α̇(τ) を用いて次のように書き下せる:

pαα̇ = 0̄α0α̇ , (3.4.3)

qαα̇ = f(0̄αχ̄α̇ + χα0α̇) , (3.4.4)

rαα̇ = ig(0̄αχ̄α̇ − χα0α̇) . (3.4.5)

ここで，f = f(τ)と g = g(τ)はパラメーター空間 T 上の任意の実関数である．ま
た，式 (3.4.3)–(3.4.5)が実際に拘束条件 (3.4.2)の解であることは，任意の点なし
のスピナー変数 ια,καが ιακα = εαβιβκα = ιακβεβα を満たすこととその複素共役
ῑα̇, κ̄α̇も同様の式を満たすことを用いれば，示すことができる．ここで，レビ・チ
ビタの記号 εαβと εαβは ε01 = ε01 = 1と与えられる．いま，0̄α,0α̇,χα, χ̄α̇をパラ
メーター空間 T 上の複素スカラー場とする．また，パラメーターの付け替えのも
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とでの f と gの変換が

f(τ) → f ′(τ ′) =
dτ

dτ ′
f(τ), (3.4.6)

g(τ) → g′(τ ′) =
dτ ′

dτ
g(τ) (3.4.7)

と与えられるとする．すると，パラメーターの付け替えのもとでの式 (3.4.3)，式
(3.4.4)，式 (3.4.5) の変換はそれぞれ，変換則 (3.3.4b)，(3.3.4a)，(3.3.4c)と両立
することがわかる．
式 (3.4.4)と式 (3.4.5)を用いると，次の式が得られる:

q2 = −2f 2|χα0̄α|2 , (3.4.8)

r2 = −2g2|χα0̄α|2 . (3.4.9)

このとき，0̄αとχαは互いに一次独立なので，r2 #= 0と q2 #= 0が成り立つ．また，
式 (3.4.8)と式 (3.4.9)から，式 (3.4.3)と式 (3.4.4)は第 3.3節の (b)の場合で課さ
れた条件 q2 < 0と r2 < 0を自動的に満たしていることが確かめられる．いま，式
(3.4.1)に式 (3.4.3)，式 (3.4.4)，式 (3.4.5)，式 (3.4.8)，式 (3.4.9)を代入すると，

L = − ẋαα̇0̄α0α̇ − ifg
(
χ̄α̇0α̇χ

α ˙̄0α − χα0̄αχ̄
α̇0̇α̇ − χ̄α̇0α̇χ̇

α0̄α + χα0̄α ˙̄χα̇0α̇

)

+ 2e
{
±2|fg|

(
χα0̄αχ̄

α̇0α̇

)
− k
}

(3.4.10)

が得られる．ここで，χα0̄αは τ の複素関数なので，χα0̄αの絶対値R := |χα0̄α|
と偏角Θ := arg (χα0̄α)を用いて，

χα0̄α = ReiΘ (3.4.11)

と表すことができる．いま，ϕ(+) := 0, ϕ(−) := πとし，関数 fと gの間に関係式

fg = ± 1

2R
=

exp {iϕ(±)}
2R

(複合同順) (3.4.12)

を与える．このとき関係式 (3.4.12)は，変換則 (3.4.6)と (3.4.7)に整合的である．
式 (3.4.12)を式 (3.4.10)に代入すると，式 (3.4.10)は次のようになる:

L = −ẋαα̇0̄α0α̇ −
i

2

(
e−iΦ(±)χα ˙̄0α − eiΦ(±)χ̄α̇0̇α̇ − e−iΦ(±)χ̇α0̄α + eiΦ(±) ˙̄χα̇0α̇

)

+ e
(
e−iΦ(±)χα0̄α + eiΦ(±)χ̄α̇0α̇ − 2k

)
. (3.4.13)
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ここで，Φ(±) := Θ − ϕ(±) とした．新たなスピナー変数を

π̄α := e−iΦ(±)
2 0̄α , πα̇ := eiΦ(±)

2 0α̇ ,

ψα := e−iΦ(±)
2 χα , ψ̄α̇ := eiΦ(±)

2 χ̄α̇ (3.4.14)

と定義すると，式 (3.4.13)は次のように書き換えられる:

L = −ẋαα̇π̄απα̇

− i

2

{
ψα
(

˙̄πα +
i

2

dΦ(±)

dτ
π̄α

)
− ψ̄α̇

(
π̇α̇ −

i

2

dΦ(±)

dτ
πα̇

)

−
(
ψ̇α +

i

2

dΦ(±)

dτ
ψα
)
π̄α +

(
˙̄ψ
α̇
− i

2

dΦ(±)

dτ
ψ̄α̇
)
πα̇

}

+ e
(
ψαπ̄α + ψ̄α̇πα̇ − 2k

)
. (3.4.15)

式 (3.4.15)には dΦ(±)
dτ を含む項が 4つ現れているが，これらの項は互いに打ち消し

合うので，式 (3.4.15)は結果的に次のようになる:

L = − ẋαα̇π̄απα̇ −
i

2

(
ψα ˙̄πα − ψ̄α̇π̇α̇ − ψ̇απ̄α + ˙̄ψα̇πα̇

)

+ e
(
ψαπ̄α + ψ̄α̇πα̇ − 2k

)
. (3.4.16)

さて，新たなスピナー変数 (3.4.14)を用いると，式 (3.4.3)–(3.4.5)は次のように書
ける:

pαα̇ = π̄απα̇ , (3.4.17)

qαα̇ = f(π̄αψ̄α̇ + ψαπα̇) , (3.4.18)

rαα̇ = ig(π̄αψ̄α̇ − ψαπα̇) . (3.4.19)

このとき，fgは fg = ±1
2 |ψ

απ̄α|−1を満たす．式 (3.4.17)–(3.4.19)は，形式的には
連立方程式 (3.4.2)の解 (3.4.3)–(3.4.5) と変わらないので，新たなスピナー変数を
用いて書かれた pαα̇, qαα̇, rαα̇もまた連立方程式 (3.4.2)の解である．ラグランジア
ン (3.4.16)は，剛性を持つ無質量粒子のラグランジアン (3.3.24)を導いたのと同様
に，1次形式のラグランジアン (3.3.2)を基に古典的な計算だけで導かれている．こ
のことは，ラグランジアン (3.4.16)がラグランジアン (3.3.24)と古典的に等価であ
ることを示している．したがって，スピナー変数で表現された剛性を持つ無質量
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粒子のラグランジアン (3.4.16)が得られた．さて，時空座標 xαα̇はパラメーター空
間 T 上の実スカラー場であるので，パラメーターの付け替えのもとでの xαα̇の変
換は

xαα̇(τ) → x′αα̇(τ ′) = xαα̇(τ) (3.4.20)

と与えられる．また，スピナー変数 π̄α,πα̇,ψα, ψ̄α̇もパラメーター空間 T 上の複素
スカラー場であるので，パラメーターの付け替えのもとでの π̄α,πα̇,ψα, ψ̄α̇の変換
はそれぞれ，次のようになる:

π̄α(τ) → π̄′
α(τ

′) = π̄α(τ) , πα̇(τ) → π′
α̇(τ

′) = πα̇(τ) ,

ψα(τ) → ψ′
α(τ

′) = ψα(τ) , ψ̄α̇(τ) → ψ̄′
α̇(τ

′) = ψ̄α̇(τ) . (3.4.21)

式 (3.4.20)と式 (3.4.21)から，パラメーターの付け替えのもとでの ẋαα̇と ˙̄πα, π̇α̇, ψ̇α,
˙̄ψα̇

の変換はそれぞれ，次のように求まる:

ẋαα̇(τ) → ẋ′αα̇(τ ′) =
dτ

dτ ′
ẋαα̇(τ) , (3.4.22)

˙̄πα(τ) → ˙̄π
′
α(τ

′) =
dτ

dτ ′
˙̄πα(τ) , π̇α̇(τ) → π̇′

α̇(τ
′) =

dτ

dτ ′
π̇α̇(τ) ,

ψ̇α(τ) → ψ̇′
α(τ

′) =
dτ

dτ ′
ψ̇α(τ) , ˙̄ψα̇(τ) → ˙̄ψ′

α̇(τ
′) =

dτ

dτ ′
˙̄ψα̇(τ) . (3.4.23)

式 (3.4.20)，式 (3.4.23)，式 (3.4.22)，式 (3.4.23)，式 (3.3.4d)を用いると，ラグラ
ンジアン (3.4.16)から定まる作用積分S =

∫ τ1
τ0

dτLは，パラメーターの付け替えの
もとで不変であることを示すことができる．
いま，全微分項が作用積分に影響を与えないことから， i

2
d
dτ

(
ψαπ̄α − ψ̄α̇πα̇

)
を

無視すると，ラグランジアン (3.4.16)はより簡潔な次の式に帰着する:

L = −ẋαα̇π̄απα̇ − i
(
ψα ˙̄πα − ψ̄α̇π̇α̇

)
+ e

(
ψαπ̄α + ψ̄α̇πα̇ − 2k

)
. (3.4.24)

ラグランジアン (3.4.24)は第 2章で考察されたラグランジアン (2.2.11)に一致して
いる．そこで議論したように，ラグランジアン (3.4.24)はミンコフスキー空間M

上のヘリシティー kのスピンを持つ無質量粒子を記述している．このことは，ラ
グランジアン (3.4.24)に等価なラグランジアン (3.3.24)もまたヘリシティー kのス
ピンを持つ無質量粒子を記述することを意味している．さらに，スピナー変数で
表現されたラグランジアン (3.4.24)を基に正準形式を展開してその正準量子化を
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実行すると，第 2章で考察したように，スピナー型の平面波解が得られる．この
平面波解と係数関数を用いることで，一般化されたワイル方程式を満たす 4次元
時空におけるスピナー場が求まる．同時に，ヘリシティー kの値は整数値または
半整数値に制限されることが示される．このことは，ラグランジアン (3.3.24)に基
づく古典力学系を量子化することで得られる結論 [12]に一致している．

3.5 剛性を持つ無質量粒子のツイスター形式
この節では，第 3.4節で導いたスピナー変数で表現された剛性を持つ無質量粒子
のラグランジアンを基にツイスター変数で表現された剛性を持つ無質量粒子のラ
グランジアンを導出する．
まず，式 (3.2.10)を拡張して 2成分スピナー ωαとその複素共役 ω̄α̇を

ωα := ixαα̇πα̇ + ψα , (3.5.1a)

ω̄α̇ := −ixαα̇π̄α + ψ̄α̇ (3.5.1b)

と定義すると，ラグランジアン (3.4.16)は，ωα, ω̄α̇, πα̇, π̄α を用いて，

L =
i

2

(
π̄αω̇

α + ω̄α̇π̇α̇ − ωα ˙̄πα − πα̇ ˙̄ωα̇
)

+ e
(
π̄αω

α + ω̄α̇πα̇ − 2k
)

(3.5.2)

と書き換えられる．この式には時空座標 xαα̇が含まれていないことに注意する．い
ま，ツイスター変数ZA (A = 0, 1, 2, 3)とその双対ツイスター変数 Z̄Aを

ZA := (ωα,πα̇) , Z̄A :=
(
π̄α, ω̄

α̇
)

(3.5.3)

と定義し，ZAと Z̄Aを用いてラグランジアン (3.5.2)を書き換えると，次の簡潔な
作用積分が得られる:

S =

∫ τ1

τ0

dτ

[
i

2

(
Z̄AŻA − ZA ˙̄ZA

)
+ e

(
Z̄AZA − 2k

)]

=

∫ τ1

τ0

dτ

[
i

2

(
Z̄ADZA − ZAD̄Z̄A

)
− 2ke

]
. (3.5.4)

ここで，

D :=
d

dτ
− ie (3.5.5)
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を定義した．作用積分 (3.5.4)は，第 2.2節で述べたゲージ化された白藤の作用積
分にほかならない．式 (3.5.4)は，次の局所U(1)ゲージ変換のもとで不変である:

ZA → Z ′A = exp {iθ(τ)}ZA , (3.5.6a)

Z̄A → Z̄ ′
A = exp {−iθ(τ)} Z̄A , (3.5.6b)

e → e′ = e +
dθ(τ)

dτ
. (3.5.6c)

ここで，θ = θ(τ)は実ゲージ関数である．式 (3.5.4)において，Z̄ADZAとZAD̄Z̄A

はそれぞれ，ゲージ変換 (3.5.6)のもとで不変であるが，一方，
∫ τ1
τ0

dτeは，ゲージ
関数 θ(τ)に境界条件 θ(τ0) = θ(τ1)を課すことで，ゲージ変換 (3.5.6)のもとで不変
になる．式 (3.5.6c)から，補助場 eはパラメーター空間 T 上のU(1)ゲージ場の役
割を果たしていることがわかる．このような場 eで式 (3.5.4)を変分すると，

1

2
Z̄AZA = k (3.5.7)

が得られる．この式はツイスター変数 ZAがナルツイスターではないことを表し，
ツイスター理論において粒子がスピンを持つことを意味している．
次に，パラメーター空間 T 上の正のスカラー場 λ = λ(τ)を導入し，ツイスター
変数と双対ツイスター変数をZAと Z̄Aから

ZA →
√
λZA , Z̄A →

√
λZ̄A (3.5.8)

にスケールを変更する．実際に式 (3.5.8)を式 (3.5.4)に対し実行すると，式 (3.5.4)は

S =

∫ τ1

τ0

dτ

[
i

2
λ
(
Z̄ADZA − ZAD̄Z̄A

)
− 2ke

]
(3.5.9)

となる．作用積分 (3.5.9)は，局所スケール変換と局所U(1)ゲージ変換を組み合わ
せた次の複素局所スケール変換のもとで不変である [53]:

ZA → Z ′A = exp {ϑ(τ) + iθ(τ)}ZA , (3.5.10a)

Z̄A → Z̄ ′
A = exp {ϑ(τ) − iθ(τ)} Z̄A , (3.5.10b)

e → e′ = e +
dθ(τ)

dτ
, (3.5.10c)

λ→ λ′ = exp {−2ϑ(τ)}λ . (3.5.10d)
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ここで，ϑ = ϑ(τ)と θ = θ(τ)は実ゲージ関数である．式 (3.5.9)で λ = 1とおく
と Sは式 (3.5.4)になるので，作用積分 (3.5.4)は作用積分 (3.5.9)の特別な場合で
あることが言える．作用積分 (3.5.9)が複素局所スケール変換 (3.5.10)のもとで不
変であることは，作用積分 (3.5.9)がツイスター変数 ZAそのものよりも射影ツイ
スター [ZA] :=

{
cZA

∣∣c ∈ C \ {0}
}
によって定義されていることを意味している．

したがって，作用積分 (3.5.9)は射影ツイスター [ZA]を用いて記述される．この結
果は，ツイスター理論の中でツイスター変数そのものよりも射影ツイスターの方
がより本質的であるという事実と整合している．
こうしてスピナー変数で表現された剛性を持つ無質量粒子のラグランジアン

(3.4.16)から，式 (3.5.4)と式 (3.5.9)が導かれた．このことは，式 (3.5.4)と式 (3.5.9)

がツイスター変数で表現された剛性を持つ無質量粒子の作用積分であることを意
味している．作用積分 (3.5.4)に基づく古典力学系の正準量子化は，ツイスター量
子化によって与えられることが知られている [41, 42, 46]．実際に，第 2章で行わ
れた量子化と同様の手順で，作用積分 (3.5.4)に基づく剛性を持つ無質量粒子の正
準量子化を行うと，次数−2k − 2のツイスター関数 F (Z)が得られる．この関数
は量子論における波動関数に相当しているので，1価性を課すことは自然である．
実際にツイスター関数 F (Z)に 1価性を課すと，次数−2k − 2は整数値でなけれ
ばならないので，ヘリシティー kの値は整数値または半整数値に制限される．こ
の結果は，Plyushchayの結論 [12]に一致している．また，ツイスター関数 F (Z)

のペンローズ変換として，一般化されたワイル方程式を満たすスピナー場が求ま
る (第 3.7.2項参照)．Plyushchayはこのようなスピナー場を導くには至らなかった
が，本研究ではツイスター関数F (Z)のペンローズ変換としてスピナー場を導くこ
とができる．

3.6 まとめと今後の課題
本研究では 1次形式のラグランジアン (3.3.2)を基に，白藤の方法に従って，ス
ピナー変数で表現された剛性を持つ無質量粒子のラグランジアンを求めた．その
後，このラグランジアンを基にツイスター変数で表現された剛性を持つ無質量粒
子のラグランジアンを導き，その作用積分がゲージ化された白藤の作用積分に一
致することを証明した．
まず，剛性を持つ無質量粒子のラグランジアン (3.3.24)に等価な 1次形式のラ
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グランジアン (3.3.2)が与えられた．その後，このラグランジアンから得られた拘
束条件の解が 2成分スピナー πα̇と ψαを用いて書き下された．この解を 1次形式
のラグランジアンに代入し，時空座標 xαα̇とスピナー変数 πα̇, ψαを用いて書き換
えることで，スピナー変数で表現された剛性を持つ無質量粒子のラグランジアン
(3.4.16)が求められた．さらに，このラグランジアンを式 (3.5.3)で定義されたツ
イスター変数ZAを用いて書き換えることで，ツイスター変数で表現された剛性を
持つ無質量粒子の作用積分 (3.5.4)と (3.5.9)が導出された．こうして得られた作用
積分は，ゲージ化された白藤の作用積分 (2.2.2)に一致する．ここで，ラグランジ
アン (3.3.2)と (3.4.16)は k = 0とおくことで，スピンを持たない無質量粒子を記
述することができる．これは，ラグランジアン (3.3.24)と異なる点である．
ツイスター変数で表現された作用積分を基に正準形式を展開し，剛性を持つ無
質量粒子の正準量子化を実行すると，次数−2k− 2のツイスター関数F (Z)が得ら
れた．同時に，ヘリシティー kの値は整数値または半整数値に制限された．このこ
とはPlyushchayの結論 [12]に一致しいてる．さらに，一般化されたワイル方程式
を満たすスピナー場が，ツイスター関数のペンローズ変換として求められた．同
様の結果は，スピナー変数で表現されたラグランジアンを基に正準形式を展開し，
剛性を持つ無質量粒子の正準量子化を実行することでも得られる (第 2章参照)．
本研究では，古典的な運動方程式を用いて，剛性を持つ無質量粒子のラグラン
ジアン (3.3.24)とスピナー変数で表現された剛性を持つ無質量粒子のラグランジ
アン (3.4.16)が等価であることを示した．しかしながら，この等価性をより厳密に
示すためには，量子論での等価性を調べる必要がある．本章では剛性を持つ無質
量粒子模型を議論してきたが，剛性を持つ有質量粒子模型をツイスター変数で表
し，それを基に剛性を持つ有質量粒子の正準量子化を考察することも興味深い課
題である．このことは，第 4章で詳しく議論される．また，3次元時空での捩率を
持つ相対論的なラグランジアン [71]に対して本研究で用いた手法が適用できるか
を考察することも今後の課題として挙げられる．
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3.7 補遺
3.7.1 不等式 u2v2 ≤ (uv)2の証明
まず，uµを u2 := uµuµ > 0を満たすミンコフスキー空間上の時間的なベクター
とし，vµ をミンコフスキー空間上の任意のベクターとする．すると，uµ が時間
的なベクターであることから，ui (i = 1, 2, 3)は ui = 0となるような静止系にと
ることができる．これより静止系における u2 = uµuµと uv = uµvµはそれぞれ，
u2 = (u0)2と uv = u0v0になる．したがって，次の式が成り立つことを示すことが
できる:

u2v2 − (uv)2 = (u0)2

{
(v0)2 −

3∑

i=1

vivi

}
− (u0)2(v0)2

= −(u0)2
3∑

i=1

vivi ≤ 0 . (3.7.1)

ここで，u2, v2, uvはローレンツスカラーであることから，式 (3.7.1)は任意の基準
系で成立することがわかる．以上から，不等式u2v2 ≤ (uv)2は証明された．

3.7.2 無質量粒子のツイスター量子化
ここでは，ツイスター変数で表現された作用積分 (3.5.4)に基づく正準形式を展
開し，その後，無質量粒子の正準量子化を行う．

正準形式

作用積分 (3.5.4)から，ツイスター変数で表現されたヘリシティー kを持つ無質
量粒子のラグランジアンは

L =
i

2

(
Z̄AŻA − ZA ˙̄ZA

)
+ e

(
Z̄AZA − 2k

)
. (3.7.2)

と与えられる．この節では，ラグランジアン (3.7.2)に基づく正準形式を展開する．
ラグランジアン (3.7.2)における一般化座標は (ZA, Z̄A, e)であり，これらに対応
する一般化速度は (ŻA, ˙̄ZA, ė) である．このとき，ラグランジアン (3.7.2)から導か
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れる正準運動量は次式となる:

PA :=
∂L

∂ŻA
=

i

2
Z̄A , (3.7.3a)

P̄A :=
∂L

∂ ˙̄ZA

= − i

2
ZA , (3.7.3b)

P (e) :=
∂L

∂ė
= 0 , (3.7.3c)

式 (3.7.3)と式 (3.7.2)を用いると，正準ハミルトニアンHCは

HC := ŻAPA + ˙̄ZAP̄A + ėP (e) − L = −e
(
Z̄AZA − 2k

)
(3.7.4)

と与えられる．いま，正準座標 (ZA, Z̄A, e)とそれに対応する正準運動量 (PA, P̄A,

P (e)) を用いて，ポアソン括弧を次のように定義する:

{A, B} :=

(
∂A

∂ZA

∂B

∂PA
− ∂A

∂PA

∂B

∂ZA

)
+

(
∂A

∂Z̄A

∂B

∂P̄A
− ∂A

∂P̄A

∂B

∂Z̄A

)

+

(
∂A

∂e

∂B

∂P (e)
− ∂A

∂P (e)

∂B

∂e

)
. (3.7.5)

式 (3.7.5)から，正準座標と正準運動量の間のポアソン括弧は次のようになる:

{
ZA, PB

}
= δA

B ,
{
Z̄A, P̄B

}
= δB

A , (3.7.6a)

{
e, P (e)

}
= 1 . (3.7.6b)

正準座標と正準運動量の間のその他のポアソン括弧は 0になる．
式 (3.7.3)から，第一次拘束条件は次のようになることがわかる:

φA := PA − i

2
Z̄A ≈ 0 , (3.7.7a)

φ̄A := P̄A +
i

2
ZA ≈ 0 , (3.7.7b)

φ(e) := P (e) ≈ 0 . (3.7.7c)

ここで，≈は弱い等号を表している．これ以降，φA, φ̄A,φ(e) を一次の拘束量と呼
ぶ．ここからDiracによる特異系の正準形式を展開する方法 [54–56]に従って，ラ
グランジアン (3.7.2)に基づく正準形式を展開していく．そのためにまず式 (3.7.6)

を用いて一次の拘束量の間のポアソン括弧を計算すると，
{
φA, φ̄B

}
= −iδB

A (3.7.8)
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が得られる．一次の拘束量の間のその他のポアソン括弧は 0となる．また，一次
の拘束量と正準ハミルトニアン (3.7.4)の間のポアソン括弧は次のようになる:

{φA, HC} = eZ̄A , (3.7.9a)

{
φ̄A, HC

}
= eZA , (3.7.9b)

{
φ(e), HC

}
= Z̄AZA − 2k . (3.7.9c)

いま，正準ハミルトニアン (3.7.4)と一次の拘束量 (3.7.7)から全ハミルトニアンを

HT := HC + uAφA + ūAφ̄
A + u(e)φ

(e) (3.7.10)

と定義する．ここで，uA, ūA, u(e) はそれぞれの拘束条件に対応するラグランジュ
未定係数であり，一般にパラメーター τ に依存する．正準変数の関数F に対する
時間発展の方程式は，全ハミルトニアン (3.7.10)を用いて，

Ḟ = {F , HT} (3.7.11)

と与えられる．式 (3.7.11)とポアソン括弧の結果 (3.7.8)と (3.7.9)を用いると，一
次の拘束量に対する時間発展は次のように求まる:

φ̇A = {φA, HT} ≈ eZ̄A − iūA , (3.7.12a)

˙̄φA =
{
φ̄A, HT

}
≈ eZA + iuA , (3.7.12b)

φ̇(e) =
{
φ(e), HT

}
≈ Z̄AZA − 2k . (3.7.12c)

さらに式 (3.7.12)は，一次の拘束量が時間発展で変化しないという要請 (整合性の
条件)から，次のように書かれる:

φ̇A = eZ̄A − iūA ≈ 0 , (3.7.13a)

˙̄φA = eZA + iuA ≈ 0 , (3.7.13b)

φ̇(e) = Z̄AZA − 2k ≈ 0 . (3.7.13c)

式 (3.7.13)に対しては次の 2つの場合が考えられる : (1)ラグランジュ未定係数 uを
決める場合，(2)ラグランジュ未定係数 uを含まず新たな拘束条件を決める場合．
式 (3.7.13a)と式 (3.7.13b)は (1)の場合になっていて，ūAと uAは

ūA = −ieZ̄A , (3.7.14a)

uA = ieZA (3.7.14b)
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と定まる．式 (3.7.13c)は (2)の場合になっていて，

Z̄AZA − 2k = 0 (3.7.15)

が成り立つことがわかる．したがって，最後まで定まらないラグランジュ未定係
数は u(e)である．このことは，式 (3.7.13c)が第一類拘束条件であることを示唆し
ている．
式 (3.7.15)から，第二次拘束条件は

χ(e) := Z̄AZA − 2k ≈ 0 (3.7.16)

と与えられる．これ以降，χ(e)を二次の拘束量と呼ぶ．二次の拘束量χ(e)と一次の
拘束量の間のポアソン括弧は，次のように得られる:

{
χ(e),φA

}
= Z̄A , (3.7.17a)

{
χ(e), φ̄A

}
= ZA . (3.7.17b)

二次の拘束量 χ(e)と一次の拘束量の間のその他のポアソン括弧は 0となる．また，
二次の拘束量 χ(e)と正準ハミルトニアン (3.7.4)とのポアソン括弧は

{
χ(e), HC

}
= 0 (3.7.18)

となる．いま，χ(e)の時間発展は，式 (3.7.11)，式 (3.7.17)，式 (3.7.18)を用いると，

χ̇(e) =
{
χ(e), HT

}
≈ uAZ̄A + ūAZA (3.7.19)

と求まる．式 (3.7.19)から，式 (3.7.14a)と式 (3.7.14b)を用いて，ラグランジュ未
定係数 uA, ūAを消去すると，χ̇(e)は

χ̇(e) ≈ 0 (3.7.20)

となる．この式は，χ̇(e)が恒等的に 0となり式 (3.7.19)から新たな拘束条件が現れ
ないことを意味している．以上のことから，ラグランジアン (3.7.2)から得られる
拘束条件をすべて導くことができた．
すべての拘束量間のポアソン括弧を計算して，式 (3.7.8)と式 (3.7.17)が得られ
た．しかしながら，これらの結果を基に拘束条件を第一類拘束条件か第二類拘束
条件かに分類することは難しい．そこで，拘束量間のポアソン括弧がより簡単に
なるように，次の一次結合を考える [61]:

χ̃(e) := χ(e) + iZ̄Aφ̄
A − iφAZA . (3.7.21)
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このとき，新しい拘束条件の全体
(
φA, φ̄A,φ(e), χ̃(e)

)
≈ 0 は元の拘束条件の全体

(
φA, φ̄A,φ(e),χ(e)

)
≈ 0 に等しいので，式 (3.7.21)は χ(e) ≈ 0に代わる拘束条件と

して採用される．新しい拘束量の間のポアソン括弧は，
{
φA, φ̄B

}
= −iδB

A , (3.7.22)

を除いてすべて 0になることを示すことができる．こうして，χ̃(e)を用いて拘束量
間のポアソン括弧を簡単にすることができたので，拘束量間のポアソン括弧を行
列にまとめると次のようになる:





φB φ̄B φ(e) χ̃(e)

φA 0 −iδB
A 0 0

φ̄A iδA
B 0 0 0

φ(e) 0 0 0 0

χ̃(e) 0 0 0 0




. (3.7.23)

この行列から，φ(e) ≈ 0, χ̃(e) ≈ 0 は第一類拘束条件に分類され，一方，φA ≈
0, φ̄A ≈ 0 は第二類拘束条件に分類される．
ここで，ディラックの方法に従って，第二類拘束条件を処理できるように，ディ
ラック括弧を定義する．まず，第二類拘束条件からなる行列 Cを行列 (3.7.23)の
部分行列として次のように与える:

C =

(
0 −iδB

A

iδA
B 0

)
. (3.7.24)

この行列Cには逆行列C−1が存在して，C−1はCに等しいことがわかる．このこ
とより，正準変数の任意関数F と Gに対するディラック括弧は次のように定義さ
れる:

{F ,G}D := {F ,G} + i {F ,φA}
{
φ̄A,G

}
− i
{
F , φ̄A

}
{φA,G} . (3.7.25)

第二類拘束条件はすべて，このディラック括弧を用いる限り，強い等号 (=)で 0に
おくことができる: φA = 0, φ̄A = 0．この第二類拘束条件から次の式が導かれる:

PA =
i

2
Z̄A , P̄A = − i

2
ZA , (3.7.26a)
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したがって，PA, P̄A は式 (3.7.26)によって定まる従属変数で，残りの Z̄A, ZA, e,

P (e) は独立な正準変数であることがわかる．正準変数 Z̄A, ZA, e, P (e) の間のディ
ラック括弧は，式 (3.7.25)と式 (3.7.6)を用いると，次のよう求まる:

{
ZA, Z̄B

}
D

= −iδA
B , (3.7.27a)

{
ZA, ZB

}
D

= 0 ,
{
Z̄A, Z̄B

}
D

= 0 , (3.7.27b)

{
e, P (e)

}
D

= 1 . (3.7.27c)

正準変数間のその他のディラック括弧は 0となる．また，第二類拘束条件はすべて
強い等号 (=)で 0になるので，式 (3.7.21)は χ̃(e) = χ(e)に帰着する．したがって，
第一類拘束条件は次のようになる:

φ(e) ≈ 0 , (3.7.28a)

χ(e) ≈ 0 . (3.7.28b)

正準量子化

ここでは，ディラック括弧 (3.7.27)を基に無質量粒子の正準量子化を実行する．
量子力学に移行するために，関数Fと Gをそれぞれ対応する演算子 F̂と Ĝに置
き換えて正準交換関係

[F̂ , Ĝ] = i{̂F ,G}D (3.7.29)

を設定する．ここで，{̂F ,G}Dはディラック括弧 {F ,G}Dに対応する演算子を表し
ている．式 (3.7.29) と式 (3.7.27)から，次の正準交換関係が定まる:

[
ẐA, ˆ̄ZB

]
= δA

B , (3.7.30a)

[
ẐA, ẐB

]
= 0 ,

[
ˆ̄ZA, ˆ̄ZB

]
= 0 , (3.7.30b)

[
ê, P̂ (e)

]
= i . (3.7.30c)

正準変数間のその他の正準交換関係は 0である．式 (3.7.30a)と式 (3.7.30b)の正準
交換関係は，いわゆるツイスター量子化 [41, 42,45,46]に一致している．
量子化の手続きにおいて，第一類拘束条件 (3.7.28)は，第一類の拘束量を対応す
る演算子に置き換えた後，物理的状態 |F 〉を定義する条件式として読み替えるこ
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とで処理される:

φ̂(e)|F 〉 = P̂ (e)|F 〉 = 0 , (3.7.31a)

χ̂(e)|F 〉 =

{
1

2

(
ẐA ˆ̄ZA + ˆ̄ZAẐA

)
− 2k

}
|F 〉

=
(
ẐA ˆ̄ZA − 2k − 2

)
|F 〉 = 0 , (3.7.31b)

ここで，χ̂(e)に関してはワイル順序 (Weyl order)がとられていて，その後，交換
関係 (3.7.30a)を用いて簡潔な形に書き換えられている．演算子 φ̂(e)と χ̂(e)は互い
に可換である．このため，物理的状態 |F 〉は演算子 φ̂(e)と χ̂(e)の同時固有状態で
あり，さらなる条件式は発生しないことが言える．
いま，ブラベクター 〈Z, e|を

〈Z, e| := 〈0| exp
(
−ẐA ˆ̄ZA + ieP̂ (e)

)
(3.7.32)

と定義する．ただし，〈0|は

〈0|ẐA = 〈0|ê = 0 (3.7.33)

を満たすとする．さて，交換関係 (3.7.30)を用いると，次の式が求まる:

〈Z, e|ẐA = ZA〈Z, e| , (3.7.34a)

〈Z, e|ê = e〈Ze| . (3.7.34b)

式 (3.7.34a)は

〈Z, e|ω̂α = ωα〈Z, e| , (3.7.35a)

〈Z, e|π̂α̇ = πα̇〈Z, e| (3.7.35b)

と分けて表すこともできる．また，次の式もすぐに求まる:

〈Z, e| ˆ̄ZA = − ∂

∂ZA
〈Z, e| , (3.7.36a)

〈Z, e|P̂ (e) = −i
∂

∂e
〈Z, e| . (3.7.36b)

式 (3.7.36a)もまた

〈Z, e|ˆ̄πα = − ∂

∂ωα
〈Z, e| , (3.7.37a)

〈Z, e| ˆ̄ωα̇ = − ∂

∂πα̇
〈Z, e| (3.7.37b)
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と分けて表すことができる．式 (3.7.31a)–(3.7.31b)のそれぞれに左から 〈Z, e|を乗
じ，式 (3.7.34)–(3.7.37)を用いると，関数F (Z, e) := 〈Z, e|F 〉 に対する連立微分方
程式が次のように得られる:

∂

∂e
F = 0 , (3.7.38a)

(
−ZA ∂

∂ZA
− 2k − 2

)
F = 0 . (3.7.38b)

式 (3.7.38a)は，関数F が eに依らないことを示している．したがって，関数F は
ツイスター変数 ZAのみに依存した関数になり，F = F (ZA)と表せる．このよう
な ZAの正則関数はツイスター関数と呼ばれている．また，式 (3.7.38b)は，ツイ
スター関数 F (ZA)がZAについて次数−2k − 2の斉次関数であることを示してい
る．いま，ツイスター関数 F は量子論における波動関数に相当しており，F に 1

価性を課すことは自然である．実際にこの条件を課すと，次数−2k − 2は整数で
なければならないので，ヘリシティー kの値は整数値または半整数値に制限され
る．これ以降，次数−2k − 2のツイスター関数を Fkと表す．

ペンローズ変換

ここでは，ツイスター関数 Fk(Z)のペンローズ変換を行い，一般化されたワイ
ル方程式を満たすスピナー場を求める．
まず，p + q階のスピナー場 Ψα1...αp ; α̇1...α̇q を得るために，ツイスター関数 Fk(Z)

のペンローズ変換

Ψα1...αp ; α̇1...α̇q(x) =
1

(2πi)2

∮

Σ

πα̇1 · · · πα̇q

∂

∂ωα1
· · · ∂

∂ωαp
Fk(Z)d2π (3.7.39)

を考える．ここで，積分測度 d2π := dπ0̇ ∧ dπ1̇ を定義した．式 (3.7.39)は，ミンコ
フスキー空間M上の p + q階のスピナー場である．今後 Ψα1...αp ; α̇1...α̇q を Ψ と略記
する場合もある．式 (3.7.39)は適切な積分路Σに沿って周回積分を行うことを表
していて，その積分は π0̇, π1̇ に関する 2重の周回積分である．
さて，適切な積分路Σに沿って，式 (3.7.39)における積分を実行する．すると，
この積分は，Fk(Z)がZAについて次数−2k − 2の斉次関数であることから，

k =
1

2
(q − p) (3.7.40)

のときだけ 0にならないことを示すことができる．式 (3.7.40)は，ヘリシティー k

とスピナー場 Ψ の階数 p + qの間に成り立つ関係式である．
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スピナー場 Ψ は一般化されたワイル方程式を満たしていることを示す．いま，
∂

∂xββ̇
Fk(Z) = εβαεβ̇α̇

∂ωγ

∂xαα̇
∂

∂ωγ
Fk(Z) = iπβ̇εβγ

∂

∂ωγ
Fk(Z) (3.7.41)

と計算できる．式 (3.7.41)と式 (3.7.39)を用いると，Ψ の xββ̇に関する微分が次の
ように求まる:

∂

∂xββ̇
Ψα1...αp ; α̇1...α̇q(x)

=
1

(2πi)2

∮

Σ

πα̇1 · · · πα̇q

∂

∂ωα1
· · · ∂

∂ωαp

∂

∂xββ̇
Fk(Z)d2π

=
i

(2πi)2

∮

Σ

πα̇1π
β̇πα̇2 · · · πα̇q

∂

∂ωα2
· · · ∂

∂ωαp
εβγ

∂

∂ωα1

∂

∂ωγ
Fk(Z)d2π . (3.7.42)

式 (3.7.42)において，添字 β̇と α̇1の縮約をとり 2成分スピナーの性質 πβ̇π
β̇ = 0を

用いると，次の式が導かれる:

∂

∂xββ̇
Ψα1...αp ; β̇α̇2...α̇q

(x) = 0 . (3.7.43)

同様に，式 (3.7.42)において，添字 βと α1の縮約をとり

εβγ
∂

∂ωβ
∂

∂ωγ
Fk(Z) = 0 (3.7.44)

が成り立つことを用いると，次の式が得られる:

∂

∂xββ̇
Ψβα2...αp ; α̇1...α̇q(x) = 0 . (3.7.45)

式 (3.7.43)と式 (3.7.45)は，スピナー場Ψが一般化されたワイル方程式を満たして
いることを意味している．いま，式 (3.7.43)と式 (3.7.45)および

∂

∂xαβ̇
∂

∂xββ̇
=

1

2
δβα

∂

∂xγγ̇
∂

∂xγγ̇
(3.7.46)

が成り立つことを用いると，クライン・ゴルドン方程式
∂

∂xββ̇
∂

∂xββ̇
Ψα1...αp ; α̇1...α̇q(x) = 0 (3.7.47)

が得られる．この式は，スピナー場 Ψ が無質量場であることを示している．した
がって，p + q階の無質量スピナー場 Ψ をペンローズ変換 (3.7.39)として求めるこ
とができた．
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第4章 剛性を持つ有質量粒子の
ツイスター形式

剛性を持つ有質量粒子模型と呼ばれている相対論的な点粒子の模型がある．こ
の模型を記述するラグランジアンは，剛性を持つ有質量粒子のラグランジアンと
呼ばれ，点粒子が描く世界線の長さと外曲率を基に構成されている．本章では，第
3章と同様の手順で，剛性を持つ有質量粒子のツイスター形式を導き，この形式に
基づく剛性を持つ有質量粒子の正準形式を構成し正準量子化を行う．まず，剛性
を持つ有質量粒子のラグランジアンと等価な 1次形式のラグランジアンを与える．
次に，1次形式のラグランジアンを 2つのツイスター変数を用いて書き換え，ツイ
スター変数で表現された剛性を持つ有質量粒子のラグランジアンを導出する．さ
らに，ツイスター変数で表現されたラグランジアンに基づく剛性を持つ有質量粒
子の正準量子化を実行し，ツイスター関数を導く．同時に，粒子の質量公式を導
出する．その後，得られたツイスター関数のペンローズ変換を行い，一般化され
たディラック・フィールツ・パウリ方程式を満たす 4次元時空におけるスピナー場
を求める．また，スピン量子数の値が整数値に制限されることを示す．

4.1 導入
剛性を持つ粒子模型は，1986年に，Pisarskiによって提案された [7]．この模型
を記述する作用積分は，相対論的点粒子が描く世界線のに世界線の外曲率を付加
することで与えられる．実際に，世界線の外曲率をK = K(l)とすると，剛性を持
つ粒子模型を定める作用積分は次のように与えられる:

S =

∫ l1

l0

dl [−m − kK(l)] . (4.1.1)

ここで，lは点粒子が描く世界線の弧長パラメーター，mと kはそれぞれ質量パラ
メーターと無次元の実定数パラメーターである．剛性を持つ粒子模型は，式 (4.1.1)
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においてm = 0としたとき剛性を持つ無質量粒子模型と呼ばれ，m #= 0としたと
き剛性を持つ有質量粒子模型と呼ばれる．剛性を持つ粒子模型が提案されてから
現在まで，この模型に関する研究が多様な観点から行われている [8–24]．
この中で，剛性を持つ粒子模型の古典力学と量子力学がPlyushchayによって考
察された [8, 9, 11,12]．量子化においては，運動量変数と内部座標に依存した波動
関数が導かれた．その結果，剛性を持つ無質量粒子模型は，ヘリシティー kを持
つ無質量粒子を記述し，そのヘリシティー kは整数値または半整数値に制限され
ることが示された [12]．加えて，剛性を持つ有質量粒子模型は，整数のスピン量
子数を持つ有質量粒子のみを記述することが明らかにされた [8,9]．しかしながら，
Plyushchayが行った先行研究では，4次元時空における場の関数とそれが満たす
場の方程式が導かれておらず，それらを導出することが考察すべき課題として残
されている．また近年，DeriglazovとNersessianによって剛性を持つ有質量粒子模
型の古典力学と量子力学が再考察され，スピン量子数の値が 1/2になる可能性が
指摘された [14]．このように，有質量粒子模型の場合には相反する 2つの報告が
あることから，どちらが正しいのかを明確にする必要がある．
最近，ツイスター変数を用いて表現された剛性を持つ無質量粒子模型が導出さ
れた [23]．その結果，ツイスター変数で表現された剛性を持つ無質量粒子の作用
積分は，ゲージ化された白藤の作用積分 [53]に一致することが証明された．この
ことは，剛性を持つ無質量粒子模型が，4次元ミンコフスキー空間M上のヘリシ
ティー kを持つ無質量粒子を記述することを意味している．また，ツイスター変
数で表現された剛性を持つ無質量粒子模型に基づく無質量粒子の正準量子化を行
うことで，次数−2k − 2のツイスター関数が得られた．このツイスター関数のペ
ンローズ変換を実行することで，一般化されたワイル方程式を満たすスピナー場
が求められた．同時に，ヘリシティー kの値は整数値または半整数値に制限され
ることがわかった．この結果は，Plyushchayの結論 [12]に一致している．こうし
て，剛性を持つ無質量粒子模型の場合は，そのツイスター形式を構築することで，
4次元時空におけるスピナー場と粒子のヘリシティー (スピン)の取り得る値が求
められたので，同様の議論を剛性を持つ有質量粒子模型に対しても適用できるこ
とが期待される．
以上の事柄を背景として，本研究では見通しの良い議論を展開するために，文
献 [23]の手法 (第 3章参照)に従って，剛性を持つ有質量粒子のツイスター形式を
構築する．その後，この形式に基づいて剛性を持つ有質量粒子の古典力学と量子
力学を考察し，一般化されたディラック・フィールツ・パウリ方程式を満たすスピ
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ナー場をツイスター関数のペンローズ変換として求める．また，剛性を持つ有質
量粒子のツイスター形式を基に，剛性を持つ有質量粒子が取り得るスピン量子数
の値を再考察する．
はじめに，第 3章で展開された剛性を持つ無質量粒子模型をツイスター変数で
記述する方法を剛性を持つ有質量粒子模型に適用するために，剛性を持つ有質量
粒子のラグランジアンLm(l) := −m− |k|Kと等価な 1次形式のラグランジアンを
与える．また実際に，1次形式のラグランジアンはラグランジアンLmに等しいこ
とを示す．次に，1次形式のラグランジアンから得られる拘束条件の解を 2成分ス
ピナー [69]を用いて書き下す．この解を 1次形式のラグランジアンに代入すると，
時空座標とスピナー変数を用いて書かれた剛性を持つ有質量粒子のラグランジア
ンが得られる．このとき，時空座標とスピナー変数から成るツイスター変数が 2個
定義されるので，得られたラグランジアンを 2個のツイスター変数を用いて書き
換えることで，ツイスター変数で表現された剛性を持つ有質量粒子のラグランジ
アンを導く．このように，有質量粒子の場合に 2個のツイスター変数が必要にな
ることは，従来の関連する研究 [65–67,72–79] と整合している．ここで定義された
2個のツイスター変数はそれぞれ，ナルツイスター条件 [40–42]を満たしているこ
とがわかる．そこで，ナルツイスター条件が取り入れられるように，ラグランジュ
未定係数を導入し，ツイスター変数で表現された剛性を持つ有質量粒子のラグラ
ンジアンを修正する．こうすることで，2個のツイスター変数は，独立な力学変数
として扱えるようになる．また，修正された剛性を持つ有質量粒子のラグランジ
アンは，U(1)×U(1)変換のもとで不変である．さらに，修正されたラグランジア
ンから直接，フェドラック・ルキアスキー型の質量殻条件 [72,73]が得られるよう
に，このラグランジアンを変形する．この変形された剛性を持つ有質量粒子のラ
グランジアンもまた，U(1) × U(1)不変である．
次に，変形された剛性を持つ有質量粒子のラグランジアンに基づく正準形式が
見通し良く展開できるように，このラグランジアンが持つ U(1) × U(1)対称性の
一部を壊すようなゲージ固定条件を課す．その後，Diracによる拘束条件を持つ正
準形式を展開する方法 [54–56]に従って，ゲージ固定条件が課された剛性を持つ有
質量粒子のラグランジアンに基づく正準形式を展開する．すると，第一次拘束条
件と第二次拘束条件が得られるので，これらを第一類拘束条件と第二類拘束条件
に分類する．その際，第二類拘束条件に関しては，ディラック括弧を定義して正
準変数を減らすことで処理される．このように正準形式を展開した後，正準量子
化は，正準変数を対応する演算子に置き換え，ディラック括弧から定まる交換関

61



係を設定することで実行される．このとき，第一類拘束条件に関しては，量子化
した後で物理的状態を定義する条件式として読み換えられる．この条件式から，2

個のツイスター変数それぞれについて次数が同じであるツイスター関数が得られ
る．また同時に，スピンベクターと粒子の質量の間に成り立つ関係式を量子力学
的に考察することで，Plyushchayが導出した質量公式 [9]が得られる．
ここで，4次元時空における有質量スピナー場を求めるために，得られたツイス
ター関数のペンローズ変換を行うと，時空座標とスピナー変数によって張られた
空間におけるスピナー場が導かれる．このスピナー場をテイラー展開すると，4次
元時空におけるスピナー場が，その展開係数として求められる．求められたスピ
ナー場は，点なしと点付きのスピナー添字のほかに，付加的な上付きの添字と下付
きの添字をもっている．また，ペンローズ変換の構造から，上付き (下付き)の添
字の数と点なし (点付き)のスピナー添字の数は同じになる．さらに，スピナー添
字の個数とスピン量子数との間に成り立つ関係式を数学的に考察し，ツイスター
関数が 2個のツイスター変数について同じ次数の関数であることを用いると，ス
ピン量子数の値は 0または正の整数値に制限されることが証明される．このこと
から，粒子のスピン量子数が半整数値をとる可能性は否定され，Plyushchayの結
論 [9]を支持する結果が得られる．
いま，4次元時空におけるスピナー場は，付加的な添字を持つ一般化されたディ
ラック・フィールツ・パウリ方程式 [80–82] を満たすことを示すことができる．ま
た，この方程式を基にクライン・ゴルドン方程式を導くことで，このスピナー場
によって記述される粒子の質量は上述の質量公式に従うことがわかる.

本章は次のように構成されている: 第 4.2節では，第 3章によって展開された方
法を剛性を持つ有質量粒子のラグランジアンに適用するために，剛性を持つ有質
量粒子の 1次形式のラグランジアンを与える．第 4.3節では，1次形式のラグラン
ジアンを基に，2個のツイスター変数を定義し，ツイスター変数で表現された剛性
を持つ有質量粒子のラグランジアンを導く．第 4.4節では，ゲージ固定条件が課さ
れた剛性を持つ有質量粒子のラグランジアンに基づく正準形式を考察する．第 4.5

節では，前節で得られた正準形式を基に有質量粒子の正準量子化を実行し，ツイス
ター関数を求める．同時に，粒子の質量公式を導出する．第 4.6節では，前節で得
られたツイスター関数のペンローズ変換を行い，一般化されたディラック・フィー
ルツ・パウリ方程式を満たすスピナー場を求める．また，スピン量子数の値は 0ま
たは正の整数値に制限されることを示す．第 4.7節では，本章のまとめを行い，今
後の課題を述べる．第 4.8節では，本研究で必要となる計算や公式を証明する．
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4.2 剛性を持つ有質量粒子の1次形式のラグランジアン
この節では，第 3章で展開された方法を実際に剛性を持つ有質量粒子のラグラン
ジアンに適用するために，剛性を持つ有質量粒子のラグランジアンと等価な 1次
形式のラグランジアンを与える．

4次元ミンコフスキー空間M上を運動する点粒子の時空座標を xµ = xµ(τ) (µ =

0, 1, 2, 3)とする．ここで，τ (τ0 ≤ τ ≤ τ1)は粒子が描く世界線に沿った任意のパ
ラメーターであり，dx0/dt > 0とする．また，ミンコフスキー計量 ηµν は ηµν =

diag(1,−1,−1,−1)である．いま，時空座標 xµは 1次元パラメーター空間 T :=

{τ |τ0 ≤ τ ≤ τ1}上の実スカラー場であるので，パラメーター τ の付け替え

τ → τ ′ = τ ′(τ)

(
dτ ′

dτ
> 0

)
(4.2.1)

のもとでの xµの変換は

xµ(τ) → x′µ(τ ′) = xµ(τ) (4.2.2)

と与えられる．
パラメーター空間 T 上の実場 qµ = qµ(τ), pµ = pµ(τ), rµ = rµ(τ), e = e(τ), c =

c(τ)を一般化座標として採用し，次の作用積分を考える:

S =

∫ τ1

τ0

dτL , (4.2.3)

L = −m
√

q2 + (qµ − ẋµ)pµ − (q̇µ − cqµ)rµ + 2e
(
±
√

−q2r2 − k
)
. (4.2.4)

ただし，qµ, rµは条件式 q2 := qµqµ > 0, r2 := rµrµ < 0を満たすとする．また，m

は質量パラメーターであり，kは無次元の定数パラメーターである．変数の上の
ドット記号は τ に関する微分を表している．さて，パラメーターの付け替えのも
とでの場 qµ, pµ, rµ, e, cの変換がそれぞれ，次のように与えられるとする:

qµ(τ) → q′µ(τ ′) =
dτ

dτ ′
qµ(τ) , (4.2.5a)

pµ(τ) → p′µ(τ ′) = pµ(τ) , (4.2.5b)

rµ(τ) → r′µ(τ ′) =
dτ ′

dτ
rµ(τ) , (4.2.5c)

e(τ) → e′(τ ′) =
dτ

dτ ′
e(τ) , (4.2.5d)

c(τ) → c′(τ ′) =
dτ

dτ ′
c(τ) +

dτ ′

dτ

d2τ

dτ ′2
. (4.2.5e)
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式 (4.2.5)と式 (4.2.2)を用いると，作用積分Sはパラメーターの付け替えのもとで
不変であることがわかる．ここで，ラグランジアン (4.2.4)は ẋµと q̇µについて 1次
式になっていることを指摘しておく．また，ラグランジアン (4.2.4)には pµ, rµ, e, c

の運動項が含まれていないので，pµ, rµ, e, cは独立な補助場の役割を果たしている．
ラグランジアン (4.2.4)の xµ, qµ, pµ, rµ, e, cに関するオイラー・ラグランジュ方程
式はそれぞれ次のようになる:

ṗµ = 0 , (4.2.6a)

ṙµ + pµ + crµ −
(

m√
q2

± 2er2

√
−q2r2

)
qµ = 0 , (4.2.6b)

ẋµ − qµ = 0 , (4.2.6c)

q̇µ − cqµ ± 2eq2

√
−q2r2

rµ = 0 , (4.2.6d)

±
√

−q2r2 − k = 0 , (4.2.6e)

qµrµ = 0 . (4.2.6f)

式 (4.2.6a)–(4.2.6d)にはパラメーター τの微分項が含まれていて，一方，式 (4.2.6e)

と式 (4.2.6f)には含まれていないことがわかる．したがって，式 (4.2.6e)と式 (4.2.6f)

は拘束条件であることが言える．また，式 (4.2.6e)は，kの正負が±
√

q2r2の符号
の選択に依存して決まることを示している．式 (4.2.6e)の両辺を τ で微分し，式
(4.2.6b)，式 (4.2.6d)，式 (4.2.6f)を用いると，

q2rµpµ = 0 (4.2.7)

が得られる．ここで，q2は条件式 q2 > 0を満たしているので，式 (4.2.7)は

rµpµ = 0 (4.2.8)

となる．同様に，式 (4.2.6f)の両辺を τ で微分し，式 (4.2.6b)と式 (4.2.6d)を用い
ると，

qµpµ = m
√

q2 (4.2.9)

が導出される．次に，式 (4.2.9)の両辺を τ 微分で微分し，式 (4.2.6a)を用いると，
(

pµ − m
qµ√
q2

)
q̇µ = 0 (4.2.10)
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が求まる．式 (4.2.10)の左辺に式 (4.2.6d)，式 (4.2.8)，式 (4.2.9)を用いると，式
(4.2.10)は恒等的に 0であることが確かめられる．このことは，式 (4.2.9)から新
たな拘束条件が現れないことを意味している．さて，式 (4.2.8)の両辺を τ で微分
し，式 (4.2.6a)，式 (4.2.6b)，式 (4.2.8)，式 (4.2.9)を用いると，

p2 (:= pµp
µ) = m2 ∓ 2me

√
−r2 (4.2.11)

が導かれる．式 (4.2.11)の両辺を τで微分して，式 (4.2.6a)，式 (4.2.6b)，式 (4.2.6f)，
式 (4.2.8)を用いると，

(ė − ce)
√
−r2 = 0 (4.2.12)

が求まる．式 (4.2.12)は，r2が条件式 r2 < 0を満たしていることから，ė− ce = 0

となり，cは c = ė/e = d
dτ ln eに定まる．このことは式 (4.2.12)が代数的な方程式

ではないことを意味している．したがって，式 (4.2.12)は拘束条件ではないことが
わかる．以上のことから，ラグランジアン (4.2.4)から得られるすべての拘束条件
は，式 (4.2.6e)と式 (4.2.6f)に加えて，式 (4.2.8)，式 (4.2.9)，式 (4.2.11) であるこ
とが結論される．
式 (4.2.6d)を用いて式 (4.2.4)から補助場 rµを消去すると，

L = −m
√

q2 + (qµ − ẋµ)pµ − 2ke (4.2.13)

が得られる．このとき補助場 eはもはや，独立変数ではなく式 (4.2.6d)から定まる
従属変数になる．実際に，eは次の手順によって定まる．まず，式 (4.2.6d)の両辺
に qµを乗じて内積をとり，式 (4.2.6f)を用いると，

c =
qq̇

q2
(4.2.14)

が求まる．ここで，qq̇ := qµq̇µである．その後，式 (4.2.14)と式 (4.2.6d)を用いる
と，次の式が導かれる:

e2 = − 1

4q2
(q̇µ − cqµ) (q̇µ − cqµ)

= − q̇2
⊥

4q2
. (4.2.15)

ここで，q̇2
⊥ := q̇⊥µq̇

µ
⊥であり，

q̇µ
⊥ := q̇µ − qµ qq̇

q2
(4.2.16)
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を定義した．このようにして，補助場 eは

e = ±1

2

√

− q̇2
⊥

q2
(4.2.17)

と定まる．いま，不等式 q̇2
⊥ = (q2q̇2 − (qq̇)2) /q2 ≤ 0が成り立つことが，qµがq2 > 0

を満たしていることから，証明される (第 3.7.1項参照)．このことは式 (4.2.17)右
辺が実数であることを意味している．したがって，式 (4.2.17)は補助場 eが実数で
あることと両立している．式 (4.2.17)をラグランジアン (4.2.13)に代入すると，

L = −m
√

q2 + (qµ − ẋµ)pµ ∓ k

√

− q̇2
⊥

q2
(4.2.18)

が導出される．式 (4.2.18)から式 (4.2.6c)を用いてqµとpµを消去すると，式 (4.2.18)

は次のようになる:

L = −m
√

ẋ2 ∓ k

√
− ẍ2

⊥
ẋ2

= −m
√

ẋ2 ∓ k

√
(ẋẍ)2 − ẋ2ẍ2

ẋ2
. (4.2.19)

ここで，ẋẍ := ẋµẍµであり，

ẍµ
⊥ := ẍµ − ẋµ ẋẍ

ẋ2
(4.2.20)

である．式 (4.2.19)と式 (4.2.18)における符号±は，kの正負と組み合わせてm ↓ 0

の極限で結果的にラグランジアンが負になるように選ばれる．すなわち，∓k = −|k|
になる．すると，ラグランジアン (4.2.19)は

L = −m
√

ẋ2 − |k|
√

− ẍ2
⊥

ẋ2
(4.2.21)

となる．式 (4.2.21)は τ の関数として表したときの剛性を持つ有質量粒子のラグ
ランジアンL(τ) =

√
ẋ2Lm =

√
ẋ2(−m − |k|K)にほかならない [7,9,14]．(このと

き，∓k = −|k|は式 (4.2.6e)と両立していて，矛盾のない結果
√
−q2r2 = |k|を与

える．) さて，式 (4.2.21)における ẋµは条件式 ẋ2 > 0を満たしている．この条件
式は，粒子が光速よりも遅い速さで運動することを意味している．ラグランジア
ン (4.2.21)は，パラメーターの付け替えのもとで不変な作用積分 (4.2.4)を基に導
かれている．このことから期待されるように，ラグランジアン (4.2.21)から定まる
作用積分 S =

∫ τ1
τ0

dτLもまたパラメーターの付け替えのもとで不変である．ここ
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では，1次形式のラグランジアン (4.2.4)から補助場 pµ, rµ, e, cを消去し，さらに qµ

を消去することで，剛性を持つ有質量粒子のラグランジアン (4.2.19)が導かれた．
このことは，1次形式のラグランジアン (4.2.4)が剛性を持つ有質量粒子のラグラ
ンジアンと古典的に等価であることを示している．したがって，ẋµと qµについて
1次式の剛性を持つ有質量粒子のラグランジアン (4.2.4)を構成することができた．

4.3 剛性を持つ有質量粒子のツイスター形式
この節では，前節で得られた 1次形式のラグランジアンを基に，第 3章で展開
された方法に従って，ツイスター変数で表現された剛性を持つ有質量粒子のラグ
ランジアンを導く．
まず，1次形式のラグランジアン (4.2.4)は，2階のスピナーを用いると次のよう
に書ける1:

L = −m
√

q2 + (qαα̇ − ẋαα̇)pαα̇ − (q̇αα̇ − cqαα̇)rαα̇ + 2e
(√

−q2r2 − |k|
)
. (4.3.1)

ここで，q2 := qαα̇qαα̇, r2 := rαα̇rαα̇ (α = 0, 1; α̇ = 0̇, 1̇) である．式 (4.3.1)では，e

を±eと置き換え，±k = |k|としてある．また，拘束条件 (4.2.8)と (4.2.6f)はそれ
ぞれ，2階のスピナーを用いて，

pαα̇rαα̇ = 0 , (4.3.2a)

qαα̇rαα̇ = 0 (4.3.2b)

と表せる．拘束条件 (4.3.2a)と (4.3.2b)の解は，2成分スピナー πiα̇ = πiα̇(τ) (i =

1, 2)とその複素共役 π̄i
α (:= πiα̇) = π̄i

α(τ) を用いて，次のように書き下せる:

pαα̇ = π̄1
απ1α̇ + π̄2

απ2α̇ ≡ π̄i
απiα̇ , (4.3.3a)

qαα̇ = f
(
π̄1
απ1α̇ + γπ̄2

απ2α̇

)
, (4.3.3b)

rαα̇ = i
(
gπ̄1

απ2α̇ − ḡπ̄2
απ1α̇

)
. (4.3.3c)

12階のスピナー xαα̇ (pαα̇)と 4元ベクター xµ (pµ)の間には次の関係式が成り立つ [69]:
(

x00̇ x01̇

x10̇ x11̇

)
=

1√
2

(
x0 + x3 x1 + ix2

x1 − ix2 x0 − x3

)
,

(
p00̇ p01̇

p10̇ p11̇

)
=

1√
2

(
p0 + p3 p1 − ip2

p1 + ip2 p0 − p3

)
.

また，xαβ̇ と pαβ̇ は，xµ と pµ が実数である場合に限り，エルミートである．
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ここで，f = f(τ)はパラメーター空間 T 上の正の実場，g = g(τ)はパラメーター
空間 T 上の複素場，γは正の定数である．解 (4.3.3a)–(4.3.3c)は，残りの拘束条件
(4.2.6e)，(4.2.9)，(4.2.11) と整合している．また，式 (4.3.3a)–(4.3.3c)が実際に拘
束条件 (4.3.2a)と (4.3.2b)の解であることは，任意の点なしのスピナー変数 ιαと
καが ιακα = εαβιβκα = ιακβεβαを満たすこととその複素共役 ῑα̇と κ̄α̇も同様の式
を満たすことを用いれば，示すことができる．ここで，レビ・チビタの記号 εαβと
εαβは ε01 = ε01 = 1である．いま，πiα̇と π̄i

αをパラメーター空間 T 上の複素スカ
ラー場とすると，パラメーターの付け替えのもとでの πiα̇と π̄i

αの変換は

πiα̇(τ) → π′
iα̇(τ

′) = πiα̇(τ) , π̄i
α(τ) → π̄′i

α(τ
′) = π̄i

α(τ) (4.3.4)

と与えられる．また，パラメーターの付け替えのもとでの f と gの変換が

f(τ) → f ′(τ ′) =
dτ

dτ ′
f(τ) , (4.3.5a)

g(τ) → g′(τ ′) =
dτ ′

dτ
g(τ) (4.3.5b)

と与えられるとする．すると，パラメーターの付け替えのもとでの式 (4.3.3a)，式
(4.3.3b)，式 (4.3.3c)の変換はそれぞれ，変換則 (4.2.5b)，(4.2.5a)，(4.2.5c)と両立
することがわかる．また，パラメーターの付け替えのもとでの式 (4.3.3)の共変性
が保たれるためには，fと gのようなスカラー密度場を導入する必要があることも
わかる．さらに，式 (4.3.3)における pαα̇, qαα̇, rαα̇は，次の局所U(1) × U(1)変換
のもとで不変であることを示すことができる:

πiα̇ → π′
iα̇ = eiθiπiα̇ , π̄i

α → π̄′i
α = e−iθiπ̄i

α , (4.3.6a)

e → e′ = e , f → f ′ = f , (4.3.6b)

g → g′ = ei(θ1−θ2)g , ḡ → ḡ′ = e−i(θ1−θ2)ḡ (4.3.6c)

ここで，θi = θi(τ) (i = 1, 2)は実ゲージ関数である．これ以降，θiに関する局所
U(1)変換を U(1)i変換と呼び，それに対応するゲージ群を U(1)iと表す．
式 (4.3.3a)–(4.3.3c)を用いると，次の式が得られる:

p2 = 2|Π|2 , (4.3.7a)

q2 = 2γf 2|Π|2 , (4.3.7b)

r2 = −2g̃2|Π|2 , (4.3.7c)

qαα̇pαα̇ = (γ + 1)f |Π|2 . (4.3.7d)
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ここで，g̃ := |g|であり，Πは

Π :=
1

2
εijπiα̇π

α̇
j = π1α̇π

α̇
2 (4.3.8)

と定義される複素スカラー場である．また，レビ・チビタの記号 εijと εijを ε01 =

ε01 = 1と定義し，その複素共役を εij = εij, εij = εij と定義した．式 (4.3.8)と式
(4.3.6a)を用いると，U(1)1 × U(1)2変換のもとでのΠの変換は

Π → Π ′ = ei(θ1+θ2)Π (4.3.9)

と求まる．いま，式 (4.3.7b)，式 (4.3.7c)が条件式 q2 > 0，r2 < 0と両立するた
めには，π1α̇と π2α̇は互いに一次独立である必要がある : π1α̇ #= lπ2α̇ (l ∈ C)．ま
た，式 (4.3.7b)と式 (4.3.7c)は，

√
−q2r2 = |k|と整合的であることは明らかであ

る．さらに，式 (4.3.7b)と式 (4.3.7c)は，式 (4.2.9)とも整合している．そして，式
(4.3.7a)と式 (4.3.7c)は，式 (4.2.11)によって場 eが定まるとすれば，式 (4.2.11)と
両立してる．
式 (4.3.1)に式 (4.3.3)，式 (4.3.7b)，式 (4.3.7c)を代入すると，次の式が得られる:

L = − ẋαα̇
(
π̄1
απ1α̇ + π̄2

απ2α̇

)

− if
(
gΠ ˙̄π1

απ̄
1α − ḡΠ̄π̇1α̇π

α̇
1 + γḡΠ ˙̄π2

απ̄
2α − γgΠ̄π̇2α̇π

α̇
2

)

+ f̃
(√

2|Π|− M
)

+ 2e

(
2
√

2γ

γ + 1
f̃ g̃|Π|− |k|

)
. (4.3.10)

ここで，f̃ とM をそれぞれ

f̃ :=
(γ + 1)|Π|√

2
f (> 0) , (4.3.11)

M :=
2
√
γ

γ + 1
m (4.3.12)

と定義した．式 (4.3.10)における独立な座標変数は，
(
xαα̇,πiα̇, π̄i

α, e, f̃ , g, ḡ
)
であ

る．ラグランジアン (4.3.10)は，U(1)1×U(1)2変換のもとで不変である．いま，新
しい 2成分スピナー ωαi = ωαi (τ)を

ωα1 := ixαα̇π1α̇ + fgΠπ̄1α , (4.3.13a)

ωα2 := ixαα̇π2α̇ + γfḡΠπ̄2α (4.3.13b)
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と定義する．これらの複素共役 ω̄iα̇ = ω̄iα̇(τ)は，

ω̄1α̇ := −ixαα̇π̄1
α + fḡΠ̄πα̇1 , (4.3.14a)

ω̄2α̇ := −ixαα̇π̄2
α + γfgΠ̄πα̇2 (4.3.14b)

である2．このときxαα̇は，時空座標xµが実数であることから，エルミート性xαβ̇ =

xβα̇を満たしていることに注意する．2成分スピナーωαi と ω̄iα̇は，明らかに，パラ
メーター空間 T 上の複素スカラー場としての役割を果たしている．また，U(1)1 ×
U(1)2変換のもとでの ωαi と ω̄iα̇の変換は，

ωαi → ω′α
i = eiθiωαi , ω̄iα̇ → ω̄′iα̇ = e−iθiω̄iα̇ (4.3.15)

と求まる．いま，式 (4.3.13)と式 (4.3.14)を用いると，

π̄1
αω

α
1 + ω̄1α̇π1α̇ = 0 , π̄2

αω
α
2 + ω̄2α̇π2α̇ = 0 (4.3.16)

が得られる．式 (4.3.16)の第 1式と第 2式はそれぞれ，U(1)1 × U(1)2変換のもと
で不変である．
ラグランジアン (4.3.10)を式 (4.3.13)と式 (4.3.14)を用いて書き換えると，Lは

L =
i

2

(
π̄i
αω̇

α
i + ω̄iα̇π̇iα̇ − ωαi ˙̄πi

α − πiα̇ ˙̄ωiα̇
)

+ f̃
(√

2|Π|− M
)

+ 2e

(
2
√

2γ

γ + 1
f̃ g̃|Π|− |k|

)
(4.3.17)

となる．ラグランジアン (4.3.17)は，(通常のツイスター変数と少し異なる)ツイス
ター変数ZA

i (A = 0, 1, 2, 3)とそれと対になる双対ツイスター変数 Z̄A
i を

ZA
i := (ωαi ,πiα̇) , Z̄i

A := (π̄i
α, ω̄

iα̇) (4.3.18)

と定義すれば，

L =
i

2

(
Z̄i

AŻA
i − ZA

i
˙̄Zi
A

)

+ f̃
(√

2|Π|− M
)

+ 2e

(
2
√

2γ

γ + 1
f̃ g̃|Π|− |k|

)
(4.3.19)

2文献 [83]では，式 (4.3.14)に類似しているが，本質的に異なる式 ω̄iα̇ = −ixαα̇π̄i
α + ρ−1εijπα̇

j

が与えられている (ここで，ρは AdS5空間の動径座標を表している)．この式は U(1) × SU(2)変
換のもとで共変的であるのに対し，式 (4.3.13)と式 (4.3.14)はそれぞれ U(1)1 ×U(1)2変換のもと
でだけ共変的である．
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と書き換えられる．また，式 (4.3.16)は，式 (4.3.18)を用いると，

Z̄1
AZA

1 = 0 , Z̄2
AZA

2 = 0 (4.3.20)

と表せる．この式はナルツイスター条件を表しているので，ZA
i はナルツイスター

であることがわかる [40–42]．式 (4.3.18)のツイスター変数に対するU(1)1 ×U(1)2

変換のもとでの変換は，変換則 (4.3.6a)と (4.3.15)を組み合わせると，

ZA
i → Z ′A

i = eiθiZA
i , Z̄i

A → Z̄ ′i
A = e−iθiZ̄i

A (4.3.21)

と求まる．
ここで，2成分スピナーωαi , ω̄iα̇は，式 (4.3.13)，式 (4.3.14)と無関係に与えられ
る独立な力学変数であるとする．すると，ラグランジアン (4.3.19)が本来もってい
たU(1)1 ×U(1)2不変性は，式 (4.3.19)に τ に関する微分項が含まれていることよ
り，満たされなくなる．このU(1)1×U(1)2不変性は，ナルツイスター条件 (4.3.20)

を用いる場合に限り満たされることがわかる．そこで，U(1)1 ×U(1)2不変性が満
たされるように，パラメーター空間 T 上の実場 ai = ai(τ)をラグランジュ未定係
数として導入し，ラグランジアン (4.3.19)を修正する．実際に，aiを用いてラグ
ランジアン (4.3.19)にナルツイスター条件 (4.3.20)を付加すると，ラグランジアン
(4.3.19)は次のように修正される:

L =
i

2

(
Z̄i

AŻA
i − ZA

i
˙̄Zi
A

)
+
∑

i=1,2

aiZ̄
i
AZA

i

+ f̃
(√

2|Π|− M
)

+ 2e

(
2
√

2γ

γ + 1
f̃ g̃|Π|− |k|

)
. (4.3.22)

このときナルツイスター条件は，このラグランジアンの a1と a2に関するオイラー・
ラグランジュ方程式として導かれるようになる．さて，パラメーターの付け替え
のもとでの場 aiの変換が

ai(τ) → a′
i(τ

′) =
dτ

dτ ′
ai(τ) (4.3.23)

と与えられるとする．すると，ラグランジアン (4.3.22)から定まる作用積分 Sは
パラメーターの付け替えのもとで不変になる．また同時に，U(1)i変換のもとでの
場 aiの変換を

ai → a′
i = ai + θ̇i (4.3.24)

71



とすると，ラグランジアン (4.3.10)が本来もっていたU(1)1 ×U(1)2不変性も，ラ
グランジアン (4.3.22)において満たされるようになる．いま，

DiZ
A
i := ŻA

i − iaiZ
A
i , D̄iZ̄

i
A := ˙̄Zi

A + iaiZ̄
i
A (4.3.25)

を定義し (添字 iについては和をとらない)，ラグランジアン (4.3.22)を

L =
i

2

∑

i=1,2

(
Z̄i

ADiZ
A
i − ZA

i D̄iZ̄
i
A

)

+ f̃
(√

2|Π|− M
)

+ 2e

(
2
√

2γ

γ + 1
f̃ g̃|Π|− |k|

)
(4.3.26)

と書き換える．ここで，U(1)i 変換のもとでの DiZA
i の変換は，式 (4.3.21)と式

(4.3.24)を用いると，ZA
i の変換と同じようになることを示すことができる．この

ことは，aiがパラメーター空間 T 上の U(1)ゲージ場としての役割を果たし，Di

がそれに対応する共変微分であることを意味している．式 (4.3.26)における独立な
座標変数は (ZA

i , Z̄i
A, ai, e, f̃ , g̃)である．

ラグランジアン (4.3.26)の e, f̃ , g̃に関するオイラー・ラグランジュ方程式はそれ
ぞれ，次のようになる:

2
√

2γ

γ + 1
f̃ g̃|Π|− |k| = 0 , (4.3.27a)

√
2|Π|− M +

4
√

2γ

γ + 1
eg̃|Π| = 0 , (4.3.27b)

4
√

2γ

γ + 1
ef̃ |Π| = 0 . (4.3.27c)

式 (4.3.27c)は，γ > 0と f̃ > 0, |Π| > 0から，

e = 0 (4.3.28)

となる．この式を用いると，式 (4.3.27b)は
√

2|Π| = M (4.3.29)

に帰着する．式 (4.3.29)は
√

2e−iϕΠ = M ,
√

2eiϕΠ̄ = M (4.3.30)
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と等価である3．ここで，ϕ = ϕ(τ)はパラメーター空間 T 上の実スカラー場であ
る．また，U(1)1 × U(1)2変換のもとでの ϕの変換が，

ϕ→ ϕ′ = ϕ+ θ1 + θ2 (4.3.31)

と与えられるとする．すると，式 (4.3.30)はパラメーターの付け替えのもとで不変
になり，同時に，U(1)1 × U(1)2変換のもとでも不変になる．いま，式 (4.3.29)を
介することなく，直接式 (4.3.30)が得られるように，ラグランジアン (4.3.26)を次
のように変形する:

L =
i

2

∑

i=1,2

(
Z̄i

ADiZ
A
i − ZA

i D̄iZ̄
i
A

)
+ h

(√
2e−iϕΠ − M

)
+ h̄

(√
2eiϕΠ̄ − M

)

+ 2e

{
2
√

2γ

γ + 1
(h + h̄)g̃|Π|− |k|

}
. (4.3.32)

ここで，h = h(τ)は，

h + h̄ = f̃ (> 0) (4.3.33)

を満たす，U(1)1 ×U(1)2変換のもとで不変なパラメーター空間 T 上の複素場であ
る．また，パラメーターの付け替えのもとでの hの変換は

h(τ) → h′(τ ′) =
dτ

dτ ′
h(τ) (4.3.34)

と与えられる．ラグランジアン (4.3.32)から定まる作用積分 Sは，明らかに，パ
ラメーターの付け替えのもとで不変である．また同時に，ラグランジアン (4.3.32)

は，U(1)1 × U(1)2変換のもとでも不変である．式 (4.3.32)における独立な座標変
数は，(ZA

i , Z̄i
A, ai, e, g̃, h, h̄,ϕ)である．ラグランジアン (4.3.32)の e, h, h̄,ϕ, g̃に関

3式 (4.3.30)は，
√

2Π = Meiϕ,
√

2Π̄ = Me−iϕ のように，フェドラック・ルキアスキー型の質
量殻条件 [72, 73]に書き換えられる．
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するオイラー・ラグランジュ方程式はそれぞれ，次のようになる:

2
√

2γ

γ + 1
(h + h̄)g̃|Π|− |k| = 0 , (4.3.35a)

√
2e−iϕΠ − M +

4
√

2γ

γ + 1
eg̃|Π| = 0 , (4.3.35b)

√
2eiϕΠ̄ − M +

4
√

2γ

γ + 1
eg̃|Π| = 0 , (4.3.35c)

√
2e−iϕΠh −

√
2eiϕΠ̄h̄ = 0 , (4.3.35d)

4
√

2γ

γ + 1
e(h + h̄)|Π| = 0 . (4.3.35e)

式 (4.3.35a)と式 (4.3.35e)はそれぞれ，式 (4.3.27a)と式 (4.3.27c)に等価である．式
(4.3.35e)は

e = 0 (4.3.36)

となるので，式 (4.3.35b)と式 (4.3.35c)は，式 (4.3.30)に帰着する．これらの結果
から，式 (4.3.35d)は

h = h̄ (4.3.37)

となるので，hは

h =
f̃

2
(4.3.38)

と求まることがわかる．したがって，ラグランジアン (4.3.32)はラグランジアン
(4.3.26)と等価であることが証明された．こうして，ツイスター変数で表現された
剛性を持つ有質量粒子のラグランジアンが導出され，剛性を持つ有質量粒子のツ
イスター形式が構築された．
いま，今後見通し良く議論をすることができるようにゲージ固定条件

a1 + a2 = 0 (4.3.39)

を課す．このゲージ固定条件は，ラグランジアン (4.3.32)が持つU(1)1 ×U(1)2不
変性の一部を壊すが，すべてを壊すわけではない．実際に，θ1 + θ2 = 0を満たす
ゲージ関数 θiをパラメーターとするゲージ変換のもとでの不変性は保たれている．
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（ゲージ固定条件 (4.3.39)は，パラメーターの付け替えに対して共変的であるよう
なローレンツ型のゲージ条件 ȧ1 + ȧ2 = 0と等価である．）さらに，付加条件

ϕ = 0 (4.3.40)

を課す．この付加条件は，変換則 (4.3.31)からわかるように，ゲージ固定条件 (4.3.39)

と整合している．また，付加条件 (4.3.40)は，ゲージ固定条件と同様の役割を果
たしていることがわかる．実際に，もし付加条件 (4.3.40)だけをはじめに課した
ならば，式 (4.3.39)は，正準形式を展開する中で第二次拘束条件として得られる
ことを示すことができる．しかしながら，条件 (4.3.39)と (4.3.40)の両方を課すこ
とで，結果的に，簡潔に正準形式を解析できることがわかる．このことを考慮し，
本研究では条件 (4.3.39)と (4.3.40)の両方を課して，議論を進めていく．さて，ラ
グランジアン (4.3.32)に条件 (4.3.39)と (4.3.40)を取り入れるために，ゲージ固定
項 b(a1 + a2)とそれと同型の項Mζϕをラグランジアン (4.3.32)に付加する:

L =
i

2

∑

i=1,2

(
Z̄i

ADiZ
A
i − ZA

i D̄iZ̄
i
A

)
+ h

(√
2e−iϕΠ − M

)
+ h̄

(√
2eiϕΠ̄ − M

)

+ 2e

{
2
√

2γ

γ + 1
(h + h̄)g̃|Π|− |k|

}
+ b(a1 + a2) + Mζϕ . (4.3.41)

ここで，b = b(τ)はパラメーター空間 T 上の実スカラー場で，中西・ロートラッ
プ場としての役割を果たしている．また，ζ = ζ(τ)はパラメーター空間 T 上の実
場である．このとき，パラメーターの付け替えのもとでの ζ(τ)の変換が

ζ(τ) → ζ ′(τ ′) =
dτ

dτ ′
ζ(τ) (4.3.42)

と与えられるとする．すると，ラグランジアン (4.3.41)から定まる作用積分 Sは
パラメーターの付け替えのもとで不変になる．条件 (4.3.39)と (4.3.40)はそれぞ
れ，ラグランジアン (4.3.41)の bと ζ に関するオイラー・ラグランジュ方程式と
して導かれる．いま，式 (4.3.20)と式 (4.3.35d)は，ラグランジアンに新たな項
LN := b(a1 + a2) + Mζϕが付加されたことで

Z̄1
AZA

1 + b = 0 , Z̄2
AZA

2 + b = 0 , (4.3.43)

√
2e−iϕΠh −

√
2eiϕΠ̄h̄ + iMζ = 0 (4.3.44)

と変形される．一方，オイラー・ラグランジュ方程式 (4.3.35a)，(4.3.35b)，(4.3.35c)，
(4.3.35e)は，LNが付加されても不変である．したがって，式 (4.3.44)は

h − h̄ + iζ = 0 (4.3.45)
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に帰着する．式 (4.3.45)と式 (4.3.33)から，

h =
1

2
(f̃ − iζ) (4.3.46)

が得られるので，−ζ/2は hの虚数部分に相当することがわかる．

4.4 正準形式
この節では，ツイスター変数で表現された剛性を持つ有質量粒子のラグランジ
アン (4.3.41)に基づく正準形式を展開する．
ラグランジアン (4.3.41)における一般化座標は (ZA

i , Z̄i
A, ai, b, e, h, h̄,ϕ, ζ, g̃) であ

り，これらに対応する一般化速度は (ŻA
i , ˙̄Zi

A, ȧi, ḃ, ė, ḣ, ˙̄h, ϕ̇, ζ̇, ˙̃g)である．このとき，
ラグランジアン (4.3.41)から導かれる正準運動量は次式となる:

P i
A :=

∂L

∂ŻA
i

=
i

2
Z̄i

A , (4.4.1a)

P̄A
i :=

∂L

∂ ˙̄Zi
A

= − i

2
ZA

i , (4.4.1b)

P (a)i :=
∂L

∂ȧi
= 0 , (4.4.1c)

P (b) :=
∂L

∂ḃ
= 0 , (4.4.1d)

P (e) :=
∂L

∂ė
= 0 , (4.4.1e)

P (h) :=
∂L

∂ḣ
= 0 , (4.4.1f)

P (h̄) :=
∂L

∂ ˙̄h
= 0 , (4.4.1g)

P (ϕ) :=
∂L

∂ϕ̇
= 0 , (4.4.1h)

P (ζ) :=
∂L

∂ζ̇
= 0 , (4.4.1i)

P (g̃) :=
∂L

∂ ˙̃g
= 0 . (4.4.1j)

式 (4.4.1)と式 (4.3.41)を用いると，正準ハミルトニアンHCは次のように与えら
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れる:

HC := ŻA
i P i

A + ˙̄Zi
AP̄A

i + ȧiP
(a)i + ḃP (b) + ėP (e)

+ ḣP (h) + ˙̄hP (h̄) + ϕ̇P (ϕ) + ζ̇P (ζ) + ˙̃gP (g̃) − L

= −
∑

i=1,2

ai(Z̄
i
AZA

i + b) − h
(√

2e−iϕΠ − M
)
− h̄

(√
2eiϕΠ̄ − M

)

− 2e

{
2
√

2γ

γ + 1
(h + h̄)g̃|Π|− |k|

}
− Mζϕ . (4.4.2)

いま，正準座標 (ZA
i , Z̄i

A, ai, b, e, h, h̄,ϕ, ζ, g̃)とそれに対応する正準運動量 (P i
A, P̄A

i ,

P (a)i, P (b), P (e), P (h), P (h̄), P (ϕ), P (ζ) , P (g̃)) を用いて，ポアソン括弧を次のように定
義する:

{A,B} :=

(
∂A

∂ZA
i

∂B

∂P i
A

− ∂A

∂P i
A

∂B

∂ZA
i

)
+

(
∂A

∂Z̄i
A

∂B

∂P̄A
i

− ∂A

∂P̄A
i

∂B

∂Z̄i
A

)

+

(
∂A

∂ai

∂B

∂P (a)i
− ∂A

∂P (a)i

∂B

∂ai

)
+

(
∂A

∂b

∂B

∂P (b)
− ∂A

∂P (b)

∂B

∂b

)

+

(
∂A

∂e

∂B

∂P (e)
− ∂A

∂P (e)

∂B

∂e

)
+

(
∂A

∂h

∂B

∂P (h)
− ∂A

∂P (h)

∂B

∂h

)

+

(
∂A

∂h̄

∂B

∂P (h̄)
− ∂A

∂P (h̄)

∂B

∂h̄

)
+

(
∂A

∂ϕ

∂B

∂P (ϕ)
− ∂A

∂P (ϕ)

∂B

∂ϕ

)

+

(
∂A

∂ζ

∂B

∂P (ζ)
− ∂A

∂P (ζ)

∂B

∂ζ

)
+

(
∂A

∂g̃

∂B

∂P (g̃)
− ∂A

∂P (g̃)

∂B

∂g̃

)
. (4.4.3)

式 (4.4.3)から，正準座標と正準運動量の間のポアソン括弧は次のようになる:

{
ZA

i , P j
B

}
= δj

i δ
A
B ,

{
Z̄i

A, P̄B
j

}
= δi

jδ
B
A , (4.4.4a)

{
ai, P

(a)i
}

= δj
i ,

{
b, P (b)

}
= 1 , (4.4.4b)

{
e, P (e)

}
= 1 ,

{
h, P (h)

}
= 1 , (4.4.4c)

{
h̄, P (h̄)

}
= 1 ,

{
ϕ, P (ϕ)

}
= 1 , (4.4.4d)

{
ζ, P (ζ)

}
= 1 ,

{
g̃, P (g̃)

}
= 1 . (4.4.4e)

正準座標と正準運動量の間のその他のポアソン括弧は 0になる．
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式 (4.4.1)から，第一次拘束条件は次のようになることがわかる:

φi
A := P i

A − i

2
Z̄i

A ≈ 0 , (4.4.5a)

φ̄A
i := P̄A

i +
i

2
ZA

i ≈ 0 , (4.4.5b)

φ(a)i := P (a)i ≈ 0 , (4.4.5c)

φ(b) := P (b) ≈ 0 , (4.4.5d)

φ(e) := P (e) ≈ 0 , (4.4.5e)

φ(h) := P (h) ≈ 0 , (4.4.5f)

φ(h̄) := P (h̄) ≈ 0 , (4.4.5g)

φ(ϕ) := P (ϕ) ≈ 0 , (4.4.5h)

φ(ζ) := P (ζ) ≈ 0 , (4.4.5i)

φ(g̃) := P (g̃) ≈ 0 . (4.4.5j)

ここで，≈は弱い等号を表している．これ以降，φi
A, φ̄A

i ,φ(a)i,φ(b),φ(e),φ(h),φ(h̄),

φ(ϕ),φ(ζ),φ(g̃) を一次の拘束量と呼ぶ．ここからDiracによる特異系の正準形式を
展開する方法 [54–56]に従って，ラグランジアン (4.3.41)に基づく正準形式を展開
していく．そのためにまず式 (4.4.4a)–(4.4.4e)を用いて一次の拘束量の間のポアソ
ン括弧を計算すると，

{
φi

A, φ̄B
j

}
= −iδi

jδ
B
A (4.4.6)

が得られる．一次の拘束量の間のその他のポアソン括弧は 0となる．また，一次
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の拘束量と正準ハミルトニアン (4.4.2)の間のポアソン括弧は次のようになる:

{
φi

A, HC

}
= aiZ̄

i
A +

(√
2e−iϕh +

2
√

2γ

γ + 1
e(h + h̄)g̃

Π̄

|Π|

)
εijIABZB

j , (4.4.7a)

{
φ̄A

i , HC

}
= aiZ

A
i +

(√
2eiϕh̄ +

2
√

2γ

γ + 1
e(h + h̄)g̃

Π

|Π|

)
εijI

ABZ̄j
B , (4.4.7b)

{
φ(a)i, HC

}
= Z̄i

AZA
i + b , (4.4.7c)

{
φ(b), HC

}
= a1 + a2 , (4.4.7d)

{
φ(e), HC

}
= 2

(
2
√

2γ

γ + 1
(h + h̄)g̃|Π|− |k|

)
, (4.4.7e)

{
φ(h), HC

}
=

√
2e−iϕΠ − M +

4
√

2γ

γ + 1
eg̃|Π| , (4.4.7f)

{
φ(h̄), HC

}
=

√
2eiϕΠ̄ − M +

4
√

2γ

γ + 1
eg̃|Π| , (4.4.7g)

{
φ(ϕ), HC

}
= −i

√
2
(
e−iϕΠh − eiϕΠ̄h̄

)
+ Mζ , (4.4.7h)

{
φ(ζ), HC

}
= Mϕ , (4.4.7i)

{
φ(g̃), HC

}
=

4
√

2γ

γ + 1
e(h + h̄)|Π| . (4.4.7j)

ここで，式 (4.4.7a)，式 (4.4.7b)，式 (4.4.7c)における添字 iについては和をとらな
いことに注意する．また，IABと IABの定義は

IAB :=

(
0 0

0 εα̇β̇

)
, IAB :=

(
εαβ 0

0 0

)
(4.4.8)

である．この式はインフィニティツイスター [41,42,84]と呼ばれている．いま，正
準ハミルトニアン (4.4.2)と一次の拘束量 (4.4.5b)–(4.4.5j)から，全ハミルトニア
ンHTを

HT := HC + uA
i φ

i
A + ūi

Aφ̄
A
i + u(a)iφ

(a)i + u(b)φ
(b) + u(e)φ

(e)

+ u(h)φ
(h) + u(h̄)φ

(h̄) + u(ϕ)φ
(ϕ) + u(ζ)φ

(ζ) + u(g̃)φ
(g̃) (4.4.9)

と定義する．ここで，uA
i , ūi

A, u(a)i, u(b), u(e), u(h), u(h̄), u(ϕ), u(ζ), u(g̃) はそれぞれの拘
束条件に対応するラグランジュ未定係数であり，一般にパラメーター τ に依存す
る．正準変数の関数Fに対する時間発展の方程式は，全ハミルトニアン (4.4.9)を
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用いて，

Ḟ = {F , HT} (4.4.10)

と与えられる．式 (4.4.10)とポアソン括弧の結果 (4.4.6)と (4.4.7)を用いると，一
次の拘束量に対する時間発展を求めることができる．また，第一次拘束条件 (4.4.5)

は任意の時刻で成り立たなければならないので，一次の拘束量の時間発展は変化し
ないという要請が必要である．これらのことから，次の整合性の条件が得られる:

φ̇i
A =

{
φi

A, HT

}
≈ aiZ̄

i
A +

(√
2e−iϕh +

2
√

2γ

γ + 1
e(h + h̄)g̃

Π̄

|Π|

)
εijIABZB

j − iūi
A ≈ 0 ,

(4.4.11a)

˙̄φA
i =

{
φ̄A

i , HT

}
≈ aiZ

A
i +

(√
2eiϕh̄ +

2
√

2γ

γ + 1
e(h + h̄)g̃

Π

|Π|

)
εijI

ABZ̄j
B + iuA

i ≈ 0 ,

(4.4.11b)

φ̇(a)i =
{
φ(a)i, HT

}
≈ Z̄i

AZA
i + b ≈ 0 , (4.4.11c)

φ̇(b) =
{
φ(b), HT

}
≈ a1 + a2 ≈ 0 , (4.4.11d)

φ̇(e) =
{
φ(e), HT

}
≈ 2

(
2
√

2γ

γ + 1
(h + h̄)g̃|Π|− |k|

)
≈ 0 , (4.4.11e)

φ̇(h) =
{
φ(h), HT

}
≈

√
2e−iϕΠ − M +

4
√

2γ

γ + 1
eg̃|Π| ≈ 0 , (4.4.11f)

φ̇(h̄) =
{
φ(h̄), HT

}
≈

√
2eiϕΠ̄ − M +

4
√

2γ

γ + 1
eg̃|Π| ≈ 0 , (4.4.11g)

φ̇(ϕ) =
{
φ(ϕ), HT

}
≈ −i

√
2
(
e−iϕΠh − eiϕΠ̄h̄

)
+ Mζ ≈ 0 , (4.4.11h)

φ̇(ζ) =
{
φ(ζ), HT

}
≈ Mϕ ≈ 0 , (4.4.11i)

φ̇(g̃) =
{
φ(g̃), HT

}
≈ 4

√
2γ

γ + 1
e(h + h̄)|Π| ≈ 0 . (4.4.11j)

式 (4.4.11)に対しては次の 2つの場合が考えられる : (1)ラグランジュ未定係数 uを
決める場合，(2)ラグランジュ未定係数 uを含まず新たな拘束条件を決める場合．
式 (4.4.11a)と式 (4.4.11b)は (1)の場合になっていて，ūi

Aと uA
i は

ūi
A = −iaiZ̄

i
A − i

(√
2e−iϕh +

2
√

2γ

γ + 1
e(h + h̄)g̃

Π̄

|Π|

)
εijIABZB

j , (4.4.12a)

uA
i = iaiZ

A
i + i

(√
2eiϕh̄ +

2
√

2γ

γ + 1
e(h + h̄)g̃

Π

|Π|

)
εijI

ABZ̄j
B (4.4.12b)
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と定まる．式 (4.4.11c)–(4.4.11j)は (2)の場合になっていて，まず式 (4.4.11c)と式
(4.4.11d)は，

Z̄i
AZA

i + b ≈ 0 (添字 iは和をとらない) , (4.4.13)

a1 + a2 ≈ 0 (4.4.14)

を与える．式 (4.4.11i)は，M #= 0より，

ϕ ≈ 0 (4.4.15)

となる．また，式 (4.4.11j)は，|Π| #= 0, h #= 0, h̄ #= 0, γ #= 0より，

e ≈ 0 . (4.4.16)

となる．式 (4.4.11f)と式 (4.4.11g)はそれぞれ，式 (4.4.15)と式 (4.4.16)を用いると，
√

2Π − M ≈ 0 , (4.4.17)

√
2Π̄ − M ≈ 0 (4.4.18)

に帰着する．さらに，式 (4.4.11e)は，式 (4.4.17)を用いると，

(h + h̄)g̃ − (γ + 1)|k|
2
√
γM

≈ 0 (4.4.19)

と表せる．そして，式 (4.4.11h)は，式 (4.4.17)と式 (4.4.18)から，

i
(
h − h̄

)
− ζ ≈ 0 (4.4.20)

となる．いま，式 (4.4.13)–(4.4.20)から，第二次拘束条件は次のように与えられる:

χ(a)i := Z̄ i
AZA

i + b ≈ 0 (添字 iは和をとらない) , (4.4.21a)

χ(b) := a1 + a2 ≈ 0 , (4.4.21b)

χ(e) := (h + h̄)g̃ − (γ + 1)|k|
2
√
γM

≈ 0 , (4.4.21c)

χ(h) :=
√

2Π − M ≈ 0 , (4.4.21d)

χ(h̄) :=
√

2Π̄ − M ≈ 0 , (4.4.21e)

χ(ϕ) := i
(
h − h̄

)
− ζ ≈ 0 , (4.4.21f)

χ(ζ) := ϕ ≈ 0 , (4.4.21g)

χ(g̃) := e ≈ 0 . (4.4.21h)
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これ以降，χ(a)i,χ(b),χ(e),χ(h),χ(h̄),χ(ϕ),χ(ζ),χ(g̃)を二次の拘束量と呼ぶ．二次の拘
束量 χと一次の拘束量 φの間のポアソン括弧は，次のようになる:

{
χ(a)i,φj

A

}
= δj

i Z̄
i
A ,

{
χ(a)i, φ̄A

j

}
= δi

jZ
A
i , (4.4.22a)

{
χ(a)i,φ(b)

}
= 1 ,

{
χ(b),φ(a)i

}
= 1 , (4.4.22b)

{
χ(e),φ(h)

}
= g̃ ,

{
χ(e),φ(h̄)

}
= g̃ , (4.4.22c)

{
χ(e),φ(g̃)

}
= h + h̄ ,

{
χ(g̃),φ(e)

}
= 1 , (4.4.22d)

{
χ(h),φi

A

}
=

√
2εijIABZB

j ,
{
χ(h̄), φ̄A

i

}
=

√
2εijI

ABZ̄j
B , (4.4.22e)

{
χ(ϕ),φ(h)

}
= i ,

{
χ(ϕ),φ(h̄)

}
= −i , (4.4.22f)

{
χ(ϕ),φ(ζ)

}
= −1 ,

{
χ(ζ),φ(ϕ)

}
= 1 . (4.4.22g)

二次の拘束量 χと一次の拘束量 φの間のその他のポアソン括弧は 0となる．また，
二次の拘束量 χ(a)i,χ(b),χ(e),χ(h),χ(h̄),χ(ϕ),χ(ζ),χ(g̃)と正準ハミルトニアンとのポ
アソン括弧は，次式となる:

{
χ(a)i, HC

}
= 0 ,

{
χ(b), HC

}
= 0 , (4.4.23a)

{
χ(e), HC

}
= 0 ,

{
χ(h), HC

}
= 0 , (4.4.23b)

{
χ(h̄), HC

}
= 0 ,

{
χ(ϕ), HC

}
= 0 , (4.4.23c)

{
χ(ζ), HC

}
= 0 ,

{
χ(g̃), HC

}
= 0 . (4.4.23d)

ここから，式 (4.4.10)，式 (4.4.22)，式 (4.4.23)を用いて，二次の拘束量の時間
発展を求める．まず，χ(a)iの時間発展は，公式

IABZA
i ZB

j = εα̇β̇πiα̇πjβ̇ = Πεij (4.4.24a)

IABZ̄i
AZ̄j

B = εαβπ̄i
απ̄

j
β = Π̄εij (4.4.24b)

と式 (4.4.12a)，式 (4.4.12b)，式 (4.4.21d)，式 (4.4.21e)，式 (4.4.21f)，式 (4.4.21g)，
式 (4.4.21h)を用いると，

χ̇(a)i =
{
χ(a)i, HT

}
≈ uA

i Z̄i
A + ūi

AZA
i + u(b) ≈ −Mζ + u(b) (4.4.25)
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と求まる．この式で添字 iについては和をとらないことに注意する．式 (4.4.25)は
整合性の条件より χ̇(a)i ≈ 0となるので，u(b)は

u(b) = Mζ (4.4.26)

と定まる．次に，χ(b)と χ(e)の時間発展は

χ̇(b) =
{
χ(b), HT

}
≈ u(a)1 + u(a)2 , (4.4.27a)

χ̇(e) =
{
χ(e), HT

}
≈
(
u(h) + u(h̄)

)
g̃ + u(g̃)

(
h + h̄

)
(4.4.27b)

と求まる．また，χ(h)の時間発展は，IABIAC = 0が成り立つことと式 (4.4.12b)，
式 (4.4.24a)，式 (4.4.21d)，式 (4.4.21b)を用いると，

χ̇(h) =
{
χ(h), HT

}
≈

√
2εijIABuA

i ZB
j = i

√
2Π

∑

i=1,2

εijε
ijai

≈ iM (a1 + a2) = iMχ(b) ≈ 0 (4.4.28)

と計算される．したがって，χ̇(h) ≈ 0は恒等的に満たされる．同様に，χ̇(h̄) ≈ 0も
恒等的に満たされることを示すことができる．さらに，χ(ϕ),χ(ζ),χ(g̃)の時間発展
はそれぞれ，次のように求まる:

χ̇(ϕ) =
{
χ(ϕ), HT

}
≈ i
(
u(h) − u(h̄)

)
− u(ζ) , (4.4.29a)

χ̇(ζ) =
{
χ(ζ), HT

}
≈ u(ϕ) , (4.4.29b)

χ̇(g̃) =
{
χ(g̃), HT

}
≈ u(e) . (4.4.29c)

式 (4.4.27a)，式 (4.4.27b)と式 (4.4.29a)はそれぞれ，整合性の条件より，χ̇(b) ≈
0, χ̇(e) ≈ 0, χ̇(ϕ) ≈ 0 となるので，次の式が得られる:

u(a)1 + u(a)2 = 0 , (4.4.30a)

u(g̃) = − g̃

h + h̄

(
u(h) + u(h̄)

)
, (4.4.30b)

u(ζ) = i
(
u(h) − u(h̄)

)
. (4.4.30c)

また，式 (4.4.29b)と式 (4.4.29c)は，整合性の条件より，χ̇(ζ) ≈ 0と χ̇(g̃) ≈ 0とな
るので，未定係数 u(ϕ)と u(e)はそれぞれ

u(ϕ) = 0 , (4.4.31)

u(e) = 0 (4.4.32)

83



と定まる．以上の手続きから新たな拘束条件は現れないことがわかる．したがっ
て，ラグランジアン (4.3.41)から得られる拘束条件をすべて導くことができた．い
ま，u(a)1 + u(a)2, u(ϕ), u(e)はそれぞれ 0に定まり，uA

i , ūi
A, u(b), u(ζ), u(g̃)はそれぞ

れ正準座標のような他の力学変数を用いて表されることがわかった．これに対し
て，u(a)1−u(a)2, u(h), u(h̄)は τの任意の関数のまま残り定まらないことが示された．
すべての拘束量間のポアソン括弧の計算をして，式 (4.4.6)と式 (4.4.22)が得ら
れた．しかしながら，これらの結果を基に拘束条件 (4.4.5)と (4.4.21)を第一類拘
束条件か第二類拘束条件かに分類することは難しい．そこで，拘束量間のポアソ
ン括弧がより簡単になるように，次の一次結合を考える [61]:

φ̃(g̃) :=
1

h + h̄
φ(g̃) , (4.4.33a)

χ̃(a)i := χ(a)i + iZ̄i
Aφ̄

A
i − iφi

AZA
i , (4.4.33b)

χ̃(h) := χ(h) + i
√

2εjkIABφ̄
A
j ZB

k − iMφ(b) , (4.4.33c)

χ̃(h̄) := χ(h̄) − i
√

2εjkI
ABφj

AZ̄k
B + iMφ(b) . (4.4.33d)

式 (4.4.33b)において添字 iについては和をとらないことに注意する．さらに，次
の一次結合を考える:

φ(a)± :=
1

2

(
φ(a)1 ± φ(a)2

)
, (4.4.34a)

χ̃(a)± :=
1

2

(
χ̃(a)1 ± χ̃(a)2

)
, (4.4.34b)

φ(+) :=
1

2g̃

(
φ(h) + φ(h̄)

)
− φ̃(g̃) , (4.4.34c)

φ(−) :=
1

2i

(
φ(h) − φ(h̄)

)
+ φ(ζ) , (4.4.34d)

このとき，新しい拘束条件の全体
(
φi

A, φ̄A
i ,φ(a)±,φ(b),φ(e),φ(+),φ(−),φ(ϕ),φ(ζ), φ̃(g̃),

χ̃(a)±,χ(b),χ(e), χ̃(h), χ̃(h̄),χ(ϕ),χ(ζ),χ(g̃)
)
≈ 0 . (4.4.35)

は式 (4.4.5)と式 (4.4.21)で与えられる元の拘束条件の全体
(
φi

A, φ̄A
i ,φ(a)i,φ(b),φ(e),φ(h),φ(h̄),φ(ϕ),φ(ζ),φ(g̃),

χ(a)i,χ(b),χ(e),χ(h),χ(h̄),χ(ϕ),χ(ζ),χ(g̃)
)
≈ 0 (4.4.36)
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に等しい．また，式 (4.4.35)で与えられる新しい拘束量の間のポアソン括弧は
{
φi

A, φ̄B
j

}
= −iδi

jδ
B
A , (4.4.37a)

{
χ̃(a)+,φ(b)

}
= 1 ,

{
χ(b),φ(a)+

}
= 1 , (4.4.37b)

{
χ(e), φ̃(g̃)

}
= 1 ,

{
χ(g̃),φ(e)

}
= 1 , (4.4.37c)

{
χ(ϕ),φ(ζ)

}
= −1 ,

{
χ(ζ),φ(ϕ)

}
= 1 . (4.4.37d)

を除いてすべて 0になる．こうして，新しい拘束量を用いて拘束量間のポアソン括
弧を簡単にすることができた．式 (4.4.37)で得られたポアソン括弧より，φ(a)− ≈ 0,

φ(+) ≈ 0, φ(−) ≈ 0, χ̃(a)− ≈ 0, χ̃(h) ≈ 0, χ̃(h̄) ≈ 0 は第一類拘束条件に分類され，
一方，φi

A ≈ 0, φ̄A
i ≈ 0, φ(a)+ ≈ 0, φ(b) ≈ 0, φ(e) ≈ 0, φ(ϕ) ≈ 0, φ(ζ) ≈ 0, φ̃(g̃) ≈ 0,

χ̃(a)+ ≈ 0, χ(b) ≈ 0, χ(e) ≈ 0, χ(ϕ) ≈ 0, χ(ζ) ≈ 0, χ(g̃) ≈ 0 は第二類拘束条件に分類
される．
ここで，ディラックの方法に従って，第二類拘束条件を処理できるように，正
準変数の任意関数F と Gに対するディラック括弧を次のように定義する:

{F ,G}D := {F ,G} + i
{
F ,φi

A

}{
φ̄A

i ,G
}
− i
{
F , φ̄A

i

}{
φi

A,G
}

+
{
F , χ̃(a)+

}{
φ(b),G

}
−
{
F ,φ(b)

}{
χ̃(a)+,G

}

+
{
F ,χ(b)

}{
φ(a)+,G

}
−
{
F ,φ(a)+

}{
χ(b),G

}

+
{
F ,χ(e)

}{
φ̃(g̃),G

}
−
{
F , φ̃(g̃)

}{
χ(e),G

}

+
{
F ,χ(g̃)

}{
φ(e),G

}
−
{
F ,φ(e)

}{
χ(g̃),G

}

−
{
F ,χ(ϕ)

}{
φ(ζ),G

}
+
{
F ,φ(ζ)

}{
χ(ϕ),G

}

+
{
F ,χ(ζ)

}{
φ(ϕ),G

}
−
{
F ,φ(ϕ)

}{
χ(ζ),G

}
. (4.4.38)

第二類拘束条件はすべて，このようなディラック括弧を用いる限り，強い等号 (=)

で 0におくことができる: φi
A = 0, φ̄A

i = 0, φ(a)+ = 0, φ(b) = 0, φ(e) = 0, φ(ϕ) =

0, φ(ζ) = 0, φ̃(g̃) = 0, χ̃(a)+ = 0, χ(b) = 0, χ(e) = 0, χ(ϕ) = 0, χ(ζ) = 0, χ(g̃) = 0．こ
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の第二類拘束条件から，次の式が導かれる:

P i
A =

i

2
Z̄i

A , P̄A
i = − i

2
ZA

i , (4.4.39a)

a1 + a2 = 0 , P (a)1 + P (a)2 = 0 , (4.4.39b)

b = −1

2

(
Z̄1

AZA
1 + Z̄2

AZA
2

)
, P (b) = 0 , (4.4.39c)

e = 0 , P (e) = 0 , (4.4.39d)

ϕ = 0 , P (ϕ) = 0 , (4.4.39e)

ζ = i
(
h − h̄

)
, P (ζ) = 0 , (4.4.39f)

g̃ =
(γ + 1)|k|

2
√
γM(h + h̄)

, P (g̃) = 0 . (4.4.39g)

したがって，P i
A, P̄A

i , a+ := a1 + a2, P (a)+ := 1
2(P

(a)1 + P (a)2), b, P (b), e, P (e), ϕ,

e, ϕ, P (ϕ), ζ2, P (ζ), g̃, P (g̃) は式 (4.4.39)によって定まる従属変数で，残りの Z̄i
A,

ZA
i , a− := a1 − a2, P (a)− := 1

2(P
(a)1 − P (a)2), h, P (h), h̄, P (h̄) は独立な正準変数で

あることがわかる．いま，第二類拘束条件はすべて強い等号 (=)で 0になるので，
第一類拘束条件の全体

(
φ(a)−,φ(+),φ(−), χ̃(a)−, χ̃(h), χ̃(h̄)

)
≈ 0 (4.4.40)

は，次の拘束条件と等価である:

φ(a)− ≈ 0 , (4.4.41a)

φ(h) ≈ 0 , (4.4.41b)

φ(h̄) ≈ 0 , (4.4.41c)

χ(a)− ≈ 0 , (4.4.41d)

χ(h) ≈ 0 , (4.4.41e)

χ(h̄) ≈ 0 . (4.4.41f)

ここで，

χ(a)− :=
1

2

(
χ(a)1 − χ(a)2

)
=

1

2

(
Z̄1

AZA
1 − Z̄2

AZA
2

)
(4.4.42)

86



である．式 (4.4.41)から第一類の第一次拘束条件は 3つ現れていることが分かる．
このことは，3つの未定係数 u(a)1 − u(a)2, u(h), u(h̄)が定まらなかったことと整合し
ている．さて，独立な正準変数 Z̄i

A, ZA
i , a−, P (a)−, h, P (h), h̄, P (h̄) の間のディラッ

ク括弧は次のようになる:

{
ZA

i , Z̄j
B

}
D

= −iδj
i δ

A
B , (4.4.43a)

{
ZA

i , ZB
j

}
D

= 0 ,
{
Z̄i

A, Z̄j
B

}
D

= 0 , (4.4.43b)

{
a−, P (a)−}

D
= 1 , (4.4.43c)

{
h, P (h)

}
D

= 1 ,
{

h̄, P (h̄)
}

D
= 1 . (4.4.43d)

正準変数間のその他のディラック括弧は 0になる．次の節では，このディラック括
弧を基に適切な正準量子化の手続きを実行する．

4.5 正準量子化
この節では，第 4.4節で構成された正準形式を基に剛性を持つ有質量粒子の正準
量子化を実行する．
量子力学に移行するために，関数Fと Gをそれぞれ対応する演算子 F̂と Ĝに置
き換えて正準交換関係

[F̂ , Ĝ] = i{̂F ,G}D (4.5.1)

を設定する．ここで，{̂F ,G}Dはディラック括弧 {F ,G}Dに対応する演算子を表し
ている．式 (4.5.1)と式 (4.4.43)から，次の正準交換関係が定まる:

[
ẐA

i , ˆ̄Zj
B

]
= δj

i δ
A
B , (4.5.2a)

[
ẐA

i , ẐB
j

]
= 0 ,

[
ˆ̄Zi

A, ˆ̄Zj
B

]
= 0 , (4.5.2b)

[
â−, P̂ (a)−

]
= i , (4.5.2c)

[
ĥ, P̂ (h)

]
= i ,

[
ˆ̄h, P̂ (h̄)

]
= i . (4.5.2d)

正準変数間のその他の正準交換関係は 0である．式 (4.5.2a)と式 (4.5.2b)の正準交
換関係は，いわゆるツイスター量子化 [41,42,45,46]に一致している．いま，演算
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子 ẐA
i と ˆ̄Zi

Aは，ツイスター演算子と呼ばれ，ẐA
i = (ω̂αi , π̂iα̇)と ˆ̄Zi

A = (ˆ̄πi
α, ˆ̄ωiα̇) の

ようにスピナー成分で書くことができる．このことに応じて，式 (4.5.2a)は，次の
ように分けて表すことができる:

[
ω̂αi , ˆ̄πj

β

]
= δj

i δ
α
β ,

[
π̂iα̇, ˆ̄ωjβ̇

]
= δj

i δ
β̇
α̇

[
ω̂αi , ˆ̄ωjβ̇

]
= 0 ,

[
π̂iα̇, ˆ̄π

j
β

]
= 0 . (4.5.3)

量子化の手続きにおいて，第一類拘束条件 (4.4.41)は，第一類の拘束量を対応す
る演算子に置き換えた後，物理的状態 |F 〉を定義する条件式として読み替えるこ
とで処理される:

φ̂(a)−|F 〉 = P̂ (a)−|F 〉 = 0 , (4.5.4a)

φ̂(h)|F 〉 = P̂ (h)|F 〉 = 0 , (4.5.4b)

φ̂(h̄)|F 〉 = P̂ (h̄)|F 〉 = 0 , (4.5.4c)

χ̂(a)−|F 〉 =
1

4

(
ˆ̄Z1

AẐA
1 + ẐA

1
ˆ̄Z1

A − ˆ̄Z2
AẐA

2 − ẐA
2

ˆ̄Z2
A

)
|F 〉

=
1

2

(
ẐA

1
ˆ̄Z1

A − ẐA
2

ˆ̄Z2
A

)
|F 〉 = 0 , (4.5.4d)

χ̂(h)|F 〉 =
(√

2Π̂ − M
)
|F 〉 = 0 , (4.5.4e)

χ̂(h̄)|F 〉 =
(√

2 ˆ̄Π − M
)
|F 〉 = 0 . (4.5.4f)

ここで，Π̂ := 1
2ε

ijπ̂iα̇π̂α̇j , ˆ̄Π := 1
2εij ˆ̄π

i
α
ˆ̄πjα である．また，χ̂(a)− に関してはワイ

ル順序 (Weyl order) がとられていて，その後，交換関係 (4.5.2a) を用いて簡潔
な形に書き換えられている．演算子 φ̂(a)−, φ̂(h), φ̂(h̄), χ̂(a)−, χ̂(h), χ̂(h̄)はそれぞれ，
互いに可換であることを示すことができる．このため，物理的状態 |F 〉は演算子
φ̂(a)−, φ̂(h), φ̂(h̄), χ̂(a)−, χ̂(h), χ̂(h̄)の同時固有状態であり，さらなる条件式は発生し
ないことが言える．
いま，演算子 φ̂(a)−, φ̂(h), φ̂(h̄), χ̂(a)−, χ̂(h), χ̂(h̄)はそれぞれ，第 4.8.1項で与えら
れるスピンに関するカシミア演算子 Ŵ 2とSU(2)に関するカシミア演算子 T̂ 2と可
換であることを示すことができる．さらに，Ŵ 2と T̂ 2は，式 (4.8.21)からわかる
ように，互いに可換である．したがって，物理的状態 |F 〉は，式 (4.5.4)と同様に，
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Ŵ 2と T̂ 2の同時固有状態として与えられる (式 (4.8.25)と式 (4.8.32)参照):

Ŵ 2|F 〉 = −J(J + 1)|F 〉 , J = 0,
1

2
, 1,

3

2
, . . . , (4.5.5a)

T̂ 2|F 〉 = I(I + 1)|F 〉 , I = 0,
1

2
, 1,

3

2
, . . . . (4.5.5b)

ここで，J は粒子のスピン量子数を表している．また，I は J に等しいことが第
4.8.1項で証明される : I = J (式 (4.8.34)参照)．このことと式 (4.5.4e)，式 (4.5.4f)

を考慮すると，物理的状態 |F 〉は JとM によって指定されることがわかる．しか
しながら，スピンベクターW µと粒子の質量M の間に成り立つ関係式を量子力学
的に考察することで，Plyushchayによって導出された質量公式 [9]

MJ :=
m√

1 + J(J+1)
k2

(4.5.6)

が導かれる (式 (4.8.29)参照)．式 (4.5.6)は，M が J に依存することを意味して
いるので，|F 〉は Jだけで指定され，|FJ〉と表されることが結論される．（ここで，
mと kはラグランジアン (4.2.4)において与えられた定数パラメーターであること
を指摘しておく．）これ以降，式 (4.5.4)と式 (4.5.5)における |F 〉とM をそれぞれ
|FJ〉とMJ と表す．
いま，ブラベクター 〈Z, a−, h, h̄|を

〈Z, a−, h, h̄| := 〈0| exp
(
−ẐA

i
ˆ̄Z i

A + ia−P̂ (a)− + ihP̂ (h) + ih̄P̂ (h̄)
)

(4.5.7)

と定義する．ただし，〈0|は

〈0|ẐA
i = 〈0|â− = 〈0|ĥ = 〈0|ˆ̄h = 0 (4.5.8)

を満たすとする．さて，交換関係 (4.5.2)を用いると，次の式が求まる:

〈Z, a−, h, h̄|ẐA
i = ZA

i 〈Z, a−, h, h̄| , (4.5.9a)

〈Z, a−, h, h̄|â− = a−〈Z, a−, h, h̄| , (4.5.9b)

〈Z, a−, h, h̄|ĥ = h〈Z, a−, h, h̄| , (4.5.9c)

〈Z, a−, h, h̄|ˆ̄h = h̄〈Z, a−, h, h̄| . (4.5.9d)

式 (4.5.9a)は

〈Z, a−, h, h̄|ω̂αi = ωαi 〈Z, a−, h, h̄| , (4.5.10a)

〈Z, a−, h, h̄|π̂iα̇ = πiα̇〈Z, a−, h, h̄| (4.5.10b)
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と分けて表すこともできる．また，次の式もすぐに求まる:

〈Z, a−, h, h̄| ˆ̄Zi
A = − ∂

∂ZA
i

〈Z, a−, h, h̄| , (4.5.11a)

〈Z, a−, h, h̄|P̂ (a)− = −i
∂

∂a−
〈Z, a−, h, h̄| , (4.5.11b)

〈Z, a−, h, h̄|P̂ (h) = −i
∂

∂h
〈Z, a−, h, h̄| , (4.5.11c)

〈Z, a−, h, h̄|P̂ (h̄) = −i
∂

∂h̄
〈Z, a−, h, h̄| . (4.5.11d)

式 (4.5.11a)もまた

〈Z, a−, h, h̄|ˆ̄πi
α = − ∂

∂ωαi
〈Z, a−, h, h̄| , (4.5.12a)

〈Z, a−, h, h̄| ˆ̄ωiα̇ = − ∂

∂πiα̇
〈Z, a−, h, h̄| (4.5.12b)

と分けて表すことができる．式 (4.5.4a)–(4.5.4d)のそれぞれに左から 〈Z, a−, h, h̄|
を乗じ，式 (4.5.9)–(4.5.12)を用いると，代数方程式

√
2Π = MJ (4.5.13)

と関数 FJ(Z, a−, h, h̄) := 〈Z, a−, h, h̄|FJ〉 に対する連立微分方程式が次のように得
られる:

∂

∂a−
FJ = 0 , (4.5.14a)

∂

∂h
FJ = 0 , (4.5.14b)

∂

∂h̄
FJ = 0 , (4.5.14c)

(
ZA

1

∂

∂ZA
1

− ZA
2

∂

∂ZA
2

)
FJ = 0 , (4.5.14d)

εijε
αβ ∂

∂ωαi

∂

∂ωβj
FJ =

√
2MJFJ . (4.5.14e)

ここで，式 (4.5.13)を導く際，FJ #= 0を用いた．式 (4.5.14a)–(4.5.14c)は，関数
FJが a1, h, h̄に依らないことを示している．したがって，関数FJはツイスター変
数 ZA

i (i = 1, 2)のみに依存した関数になり，FJ = FJ(ZA
i )と表せる．このような
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ZA
i の正則関数はツイスター関数と呼ばれている．また，式 (4.5.13)と式 (4.5.14e)

はそれぞれ

πiα̇π
α̇
j =

MJ√
2
εij , (4.5.15a)

εαβ
∂

∂ωαi

∂

∂ωβj
FJ =

MJ√
2
εijFJ (4.5.15b)

と等価であることがすぐにわかる．
いま，変数分離法を用いて式 (4.5.14d)の一般解を求める．実際にFJ(ZA

1 , ZA
2 ) =

F (1)
J (ZA

1 )F (2)
J (ZA

2 )とおき，これを式 (4.5.14d)に代入すると，式 (4.5.14d)は次の 2

つの方程式に分けられる:

ZA
1

∂

∂ZA
1

F (1)
J = −2(s∗ + 1)F (1)

J , (4.5.16a)

ZA
2

∂

∂ZA
2

F (2)
J = −2(s∗ + 1)F (2)

J . (4.5.16b)

ここで，s∗は定数であり，F (i)
J は ZA

i だけに依存したツイスター関数である．式
(4.5.16a)と式 (4.5.16b)の解は，次数−2s∗− 2のツイスター関数で与えられる．ま
た，ツイスター関数F (i)

J は量子論における波動関数に相当しており，F (i)
J に 1価性

を課すことは自然である．実際にこの条件を課すと，次数−2s∗ − 2は整数でなけ
ればならないので，s∗の値は整数値または半整数値に制限される．これ以降，次
数−2s∗ − 2のツイスター関数を F (1)

Js∗ と F (2)
Js∗ と表す．関数 F (1)

Js∗ と F (2)
Js∗ を用いる

と，式 (4.5.14d)の一般解は

FJ(Z) =
∑

s∗∈
1
2Z

CJs∗FJs∗(Z) (4.5.17)

と求まる．ここで，FJs∗(Z) := F (1)
Js∗

(ZA
1 )F (2)

Js∗
(ZA

2 ) を定義した．また，CJs∗は複素
定数係数である．

4.6 ペンローズ変換
この節では，前節で得られたツイスター関数FJ(Z)のペンローズ変換を行い，ミ
ンコフスキー空間M上のスピナー場を求める．このスピナー場は，座標 (xαα̇, 0̄iα)

によって張られる空間 (拡張された空間)上のスピナー場をテイラー展開したとき
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の展開係数として得られる．(ここで，0̄iαについてはこの節の式 (4.6.3)で定義さ
れる．) また，M上のスピナー場は，付加的な添字を持つ一般化されたディラッ
ク・フィールツ・パウリ方程式を満たすことを示す．
まず，p + q階のスピナー場 Φi1...ip

α1...αp ; j1...jq ,α̇1...α̇q
を得るために，ツイスター関数

FJ(Z)のペンローズ変換

Φi1...ip
α1...αp ; j1...jq ,α̇1...α̇q

=
1

(2πi)4

∮

Σ

πj1α̇1 · · · πjqα̇q

∂

∂ωα1
i1

· · · ∂

∂ωαp

ip

FJ(Z)d4π (4.6.1)

を考える．ここで，積分測度 d4π := dπ10̇ ∧ dπ11̇ ∧ dπ20̇ ∧ dπ21̇ を定義した．今後
Φi1...ip
α1...αp ; j1...jq ,α̇1...α̇q

をΦと略記する場合もある．式 (4.6.1)は適切な積分路Σに沿っ
て周回積分を行うことを表していて，その積分は π10̇, π11̇, π20̇, π21̇ に関する 4重の
周回積分である．さて，式 (4.3.13)に式 (4.5.13)を用いると，

ωα1 = ixαα̇π1α̇ +
MJ√

2
fgπ̄1α = ω̆α1 + 0̄1α , (4.6.2a)

ωα2 = ixαα̇π2α̇ +
MJ√

2
γfḡπ̄2α = ω̆α2 + 0̄2α (4.6.2b)

が導かれる．ここで，

ω̆αi := ixαα̇πiα̇ , 0̄1α :=
MJ√

2
fgπ̄1α , 0̄2α :=

MJ√
2
γfḡπ̄2α (4.6.3)

を定義した．式 (4.6.2)を用いると，(通常の)ナルツイスター Z̆A
i := (ω̆αi ,πiα̇)を中

心とする FJ(Z)のテイラー展開は

FJ(Z) =
∞∑

l1=0

∞∑

l2=0

1

l1!l2!
0̄ip+1αp+1 · · · 0̄ip+lαp+l

∂

∂ω̆
αp+1

ip+1

· · · ∂

∂ω̆
αp+l

ip+l

FJ(Z̆) (4.6.4)

と求まる．ここで，l := l1+l2である．また，式 (4.6.4)において，添字 ip+1, . . . , ip+l

に含まれている 1の数は l1個で，2の数は l2(= l − l1)個であることが仮定されて
いる．式 (4.6.4)を式 (4.6.1)に代入して，

∂

∂ωα1
i1

· · · ∂

∂ωαp

ip

FJ(Z) =
∂

∂ω̆α1
i1

· · · ∂

∂ω̆αp

ip

FJ(Z) (4.6.5)

が成り立つことを用いると，式 (4.6.1)は

Φi1...ip
α1...αp ; j1...jq ,α̇1...α̇q

=
∞∑

l1=0

∞∑

l2=0

1

l1!l2!
0̄ip+1αp+1 · · · 0̄ip+lαp+l

× 1

(2πi)4

∮

Σ

πj1α̇1 · · · πjqα̇q

∂

∂ω̆α1
i1

· · · ∂

∂ω̆
αp+l

ip+l

FJ(Z̆)d4π (4.6.6)
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となる．この展開式は，Φが実際に座標 (xαα̇, 0̄iα)によって張られる空間上のスピ
ナー場であることを意味している．したがって，Φは次のような (xαα̇, 0)を中心と
するテイラー展開として表すこともできる:

Φi1...ip
α1...αp ; j1...jq ,α̇1...α̇q

(x, 0̄)

=
∞∑

l1=0

∞∑

l2=0

1

l1!l2!
0̄ip+1αp+1 · · · 0̄ip+lαp+lΨ

i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
(x) (4.6.7)

ここで，展開係数を

Ψ
i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
(x)

:=
∂

∂0̄ip+1αp+1
· · · ∂

∂0̄ip+lαp+l
Φi1...ip
α1...αp ; j1...jq ,α̇1...α̇q

(x, 0̄)

∣∣∣∣
3̄iα=0

(4.6.8)

と定義した．この展開係数は，ミンコフスキー空間M上のスピナー場そのもので
ある．今後この展開係数もΨと略記する場合がある．式 (4.6.7)と式 (4.6.6)を比較
し，0̄iαが任意の複素変数であることを考慮すると，次の式が得られる:

Ψ
i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
(x) =

1

(2πi)4

∮

Σ

πj1α̇1 · · · πjqα̇q

∂

∂ω̆α1
i1

· · · ∂

∂ω̆
αp+l

ip+l

FJ(Z̆)d4π .

(4.6.9)

こうして，p + l + q階のスピナー場 Ψ を FJ(Z̆)のペンローズ変換として表すこと
ができた．ペンローズ変換 (4.6.9)は文献 [67]で議論されたペンローズ変換に相当
している．しかしながら，式 (4.6.9)の xµは複素数ではなく実数である．スピナー
場Ψは，点付きと点なしのスピナー添字に加えて，付加的な添字 iと jも持つこと
をここで指摘しておく．式 (4.6.9)右辺の構造から，Ψ が持つ上付き (下付き)の付
加的な添字の数と (点付き)のスピナー添字の数は，同じである．また，式 (4.6.9)

から，スピナー添字と付加的な添字について次の完全対称性が成り立つことがわ
かる:

Ψ
i1...im...in...ip+l

α1...αm...αn...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
= Ψ

i1...in...im...ip+l

α1...αn...αm...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
, (4.6.10a)

Ψ
i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...ja...jb...jq ,α̇1...α̇a...α̇b...α̇q
= Ψ

i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jb...ja...jq ,α̇1...α̇b...α̇a...α̇q
. (4.6.10b)

式 (4.6.10a)の完全対称性が，1 ≤ m < n ≤ p + lを満たす任意のmと nに対し
て成り立つことは，式 (4.6.8)から見出すことはできない．式 (4.6.8)からは，式
(4.6.10a)の完全対称性の一部だけが見出される．
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式 (4.5.17)は，ZA
i を Z̆A

i に置き換えることで，FJ(Z̆) =
∑

s∗∈
1
2Z CJs∗FJs∗(Z̆) と

表すことができる．この式を式 (4.6.9)に代入すると，

Ψ
i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
(x) =

∑

s∗∈
1
2Z

CJs∗

(2πi)4

∮

Σ

πj1α̇1 · · · πjqα̇q

∂

∂ω̆α1
i1

· · · ∂

∂ω̆
αp+l

ip+l

FJs∗(Z̆)d4π

(4.6.11)

が得られる．ここで，i1, . . . , ipに含まれている 1の数を p1個として 2の数を p2(=

p − p1)個と仮定する．このとき，i1, . . . , ip+lに含まれている 1の数は p1 + l1個に
なり 2の数は p2 + l2(= p + l − p1 − l1)個になる．同様に，j1, . . . , jpに含まれてい
る 1の数を q1個として 2の数を q2(= q− q1)個と仮定する．いま，適切な積分路Σ

に沿って，式 (4.6.11)における無限級数の中の積分を実行する．すると，この積分
は，FJs∗(Z̆)が Z̆A

1 = (ω̆α1 ,π1α̇)と Z̆A
2 = (ω̆α2 ,π1α̇)それぞれについて次数−2s∗ − 2

の斉次関数であることより，

s∗ =
1

2
{q1 − (p1 + l1)} , (4.6.12a)

s∗ =
1

2
{q2 − (p2 + l2)} (4.6.12b)

のときだけ 0にならないことを示すことができる．したがって，式 (4.6.11)は

Ψ
i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
(x) =

CJs∗

(2πi)4

∮

Σ

πj1α̇1 · · · πjqα̇q

∂

∂ω̆α1
i1

· · · ∂

∂ω̆
αp+l

ip+l

FJs∗(Z̆)d4π

(4.6.13)

に帰着し，s∗は式 (4.6.12)を満たす値に制限される．いま，s∗は式 (4.6.12)を満た
しているので，式 (4.6.12a)と式 (4.6.12b)を用いると，q1− (p1 + l1) = q2− (p2 + l2)

が求まる．さらに，この式を用いると，

N+ := q + (p + l) = 2(q1 + p2 + l2) = 2(q2 + p1 + l1) , (4.6.14a)

N− := q − (p + l) = 2(q1 − p1 − l1) = 2(q2 − p2 − l2) = 4s∗ (4.6.14b)

が導かれる．ここで，N+は Ψ の階数を表し，N−は Ψ が持つ点付き添字と点なし
添字の個数の差を表している．式 (4.6.14)から，N+とN−は同時に偶数になるこ
とがわかる．さて，スピン量子数 J は，関係式

J =
N+

2
(4.6.15)
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を満たしていることが第 4.8.2項において証明される．式 (4.6.15)と N+ が偶数
であることから，スピン量子数 J は，0または正の整数値だけをとることがわか
る : J = 0, 1, 2, . . . .したがって，剛性を持つ有質量粒子模型は，整数のスピン量子数
を持つ有質量粒子のみを記述できることが結論される．この結果は，Plyushchayに
よる結論 [9]に一致している．
次に，スピナー場 Ψ は付加的な添字を持つ一般化されたディラック・フィール
ツ・パウリ方程式を満たしていることを示す．いま，

∂

∂xββ̇
FJ(Z̆) = εβαεβ̇α̇

∂ω̆γk
∂xαα̇

∂

∂ω̆γk
FJ(Z̆) = iπβ̇k ε

βγ ∂

∂ω̆γk
FJ(Z̆) (4.6.16)

と計算できる．式 (4.6.16)と式 (4.6.9)を用いると，Ψ の xββ̇ に関する微分が次の
ように求まる:

∂

∂xββ̇
Ψ

i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
(x)

=
1

(2πi)4

∮

Σ

πj1α̇1 · · · πjqα̇q

∂

∂ω̆α1
i1

· · · ∂

∂ω̆
αp+l

ip+l

∂

∂xββ̇
FJ(Z̆)d4π

=
i

(2πi)4

∮

Σ

πj1α̇1π
β̇
kπj2α̇2 · · · πjqα̇q

∂

∂ω̆α2
i2

· · · ∂

∂ω̆
αp+l

ip+l

εβγ
∂

∂ω̆α1
i1

∂

∂ω̆γk
FJ(Z̆)d4π .

(4.6.17)

式 (4.6.17)において，添字 β̇と α̇1の縮約をとり式 (4.5.15a)を用いると，次の式が
導かれる:

∂

∂xββ̇
Ψ

i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,β̇α̇2...α̇q
(x)

=
MJ√

2
εβγεj1k

i

(2πi)4

∮

Σ

πj2α̇2 · · · πjqα̇q

∂

∂ω̆γk

∂

∂ω̆α1
i1

· · · ∂

∂ω̆
αp+l

ip+l

FJ(Z̆)d4π

=
iMJ√

2
εβγεj1kΨ

ki1...ip+l

γα1...αp+l ; j2...jq ,α̇2...α̇q
(x) . (4.6.18)

同様に，式 (4.6.17)において，添字 βと α1の縮約をとり式 (4.5.15b)を用いると，
次の式が得られる:

∂

∂xββ̇
Ψ

i1...ip+l

βα2...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
(x)

=
MJ√

2
εβ̇γ̇εi1k i

(2πi)4

∮

Σ

πkγ̇πj1α̇1 · · · πjqα̇q

∂

∂ω̆α2
i2

· · · ∂

∂ω̆
αp+l

ip+l

FJ(Z̆)d4π

=
iMJ√

2
εβ̇γ̇εi1kΨ

i2...ip+l

α2...αp+l ; kj1...jq ,γ̇α̇1...α̇q
(x) . (4.6.19)
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ここで，Ψ の階数N+は，式 (4.6.18)と式 (4.6.19)の計算の前後で変わらないこと
を指摘しておく．式 (4.6.18)と式 (4.6.19)から，スピナー場 Ψ は付加的な添字 iと
jを持つ一般化されたディラック・フィールツ・パウリ方程式

i
√

2
∂

∂xββ̇
Ψ

i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,β̇α̇2...α̇q
+ MJε

βγεj1kΨ
ki1...ip+l

γα1...αp+l ; j2...jq ,α̇2...α̇q
= 0 , (4.6.20a)

i
√

2
∂

∂xββ̇
Ψ

i1...ip+l

βα2...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
+ MJε

β̇γ̇εi1kΨ
i2...ip+l

α2...αp+l ; kj1...jq ,γ̇α̇1...α̇q
= 0 (4.6.20b)

を満たしていることがわかる．式 (4.6.20a)と式 (4.6.20b)および

∂

∂xαβ̇
∂

∂xββ̇
=

1

2
δβα

∂

∂xγγ̇
∂

∂xγγ̇
(4.6.21)

が成り立つことを用いると，クライン・ゴルドン方程式
(

∂

∂xββ̇
∂

∂xββ̇
+ M2

J

)
Ψ

i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
= 0 (4.6.22)

が得られる．この式は，スピナー場 Ψ が質量MJ を持つ場であることを示してい
る．したがって，式 (4.6.15)を考慮すると，質量MJ を持つ 2J 階のスピナー場 Ψ

をペンローズ変換 (4.6.9)として求めることができた．
この節の終わりに，完全対称化された Ψ とペンローズ変換のブラ・ケット記法
について述べておく．

完全対称化された Ψ

いま，Ψ が持つ付加的な添字すべてが完全対称化された次の関数を考える:

Ψ
(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
:=

1

N+!

∑

ς

εiς(p+l+1)j1 · · · εiς(p+l+q)jqΨ
iς(1)...iς(p+l)

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
. (4.6.23)

ここで，ς は (i1, . . . , ip+l+q)に対して置換を施すことを表している．また，
∑

ς は
(i1, . . . , ip+l+q)の置換すべてについて和をとることを表している．（場Ψ

(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q

をΨ (S)と略記する場合もある．）式 (4.6.23)のΨ (S)が付加的な添字に関して完全対
称であることと式 (4.6.10)を用いると，次の式を示すことができる:

Ψ
(S)i1...ip+l+q

α1...αm...αn...αp+l ; α̇1...α̇q
= Ψ

(S)i1...ip+l+q

α1...αn...αm...αp+l ; α̇1...α̇q
, (4.6.24a)

Ψ
(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇a...α̇b...α̇q
= Ψ

(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇b...α̇a...α̇q
. (4.6.24b)
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したがって，場 Ψ (S)は点付きと点なしのスピナー添字それぞれに関して完全対称
であることがわかる．また，場 Ψ (S)はスピン Jの既約表現に属するスピナー場と
等価である．さて，式 (4.6.23)と式 (4.6.20a)，式 (4.6.20a)を用いると，次の式が
成り立つことを証明できる:

i
√

2
∂

∂xββ̇
Ψ

(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; β̇α̇2...α̇q
− MJε

βγΨ
(S)i1...ip+l

γα1...αp+l ; α̇2...α̇q
= 0 , (4.6.25a)

i
√

2
∂

∂xββ̇
Ψ

(S)i1...ip+l+q

βα2...αp+l ; α̇1...α̇q
+ MJε

β̇γ̇Ψ
(S)i1...ip+l+q

α2...αp+l ; γ̇α̇1...α̇q
= 0 . (4.6.25b)

これより，Ψ (S)は (通常の)ディラック・フィールツ・パウリ方程式を満たしてい
ることがわかる．この結果は，Ψ (S)がスピナー添字について完全対称化されてい
ることと整合している．式 (4.6.22)と式 (4.6.23)から，Ψ (S)が質量MJ を持つクラ
イン・ゴルドン方程式を満たしていることは明らかである．

ペンローズ変換のブラ・ケット記法

式 (4.5.13)の下で定義されたFJ(Z, a−, h, h̄) = 〈Z, a−, h, h̄|FJ〉と同じように，ツ
イスター関数 FJ(Z̆)を

FJ(Z̆) := 〈Z̆|FJ〉 (4.6.26)

と定義する．ここで，

〈Z̆| := 〈0| exp

(
−Z̆A

i
ˆ̄Z

i

A

)
= 〈0| exp

(
−ω̆αi ˆ̄πi

α − πiα̇ ˆ̄ωiα̇
)

(4.6.27)

である (式 (4.5.7)参照)．式 (4.6.27)を用いると，次の式がすぐに求まる:

〈Z̆|π̂iα̇ = πiα̇〈Z̆| , (4.6.28a)

〈Z̆|ˆ̄πi
α = − ∂

∂ω̆αi
〈Z̆| . (4.6.28b)

いま，式 (4.6.26)を式 (4.6.9)に代入し，式 (4.6.28a)と式 (4.6.28b)を繰り返し用い
ると，ペンローズ変換 (4.6.9)は

Ψ
i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
(x) =

1

(2πi)4

∮

Σ

〈Z̆|P̂ i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
|FJ〉d4π (4.6.29)

と書き換えられる．ここで，P̂ i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
は

P̂ i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
:= (−1)p+lπ̂j1α̇1 · · · π̂jqα̇q

ˆ̄πi1
α1

· · · ˆ̄πip+l
αp+l (4.6.30)
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である．さらに，式 (4.6.29)は形式的に

Ψ
i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
(x) = 〈x|Ψ i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
〉 (4.6.31)

と表される．ここで，次の式を定義した:

〈x| :=
1

(2πi)4

∮

Σ

〈Z̆|d4π =
1

(2πi)4

∮

Σ

〈ixαα̇πiα̇,πiα̇|d4π , (4.6.32)

|Ψ i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
〉 := P̂ i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
|FJ〉 . (4.6.33)

いま，|Ψ i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
〉の完全対称化は，式 (4.6.23)に従って実行され，

|Ψ (S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
〉 := P̂(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
|FJ〉 (4.6.34)

と与えられる．ここで，

P̂(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
:=

1

N+!

∑

ς

εiς(p+l+1)j1 · · · εiς(p+l+q)jqP̂ iς(1)...iς(p+l)

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
(4.6.35)

である．この演算子は，第 4.8.2項において，P̂(S)と省略される場合もある．

4.7 まとめと今後の課題
本章では，剛性を持つ有質量粒子のツイスター形式を導き，それに基づく正準
形式を展開した．その後，剛性を持つ有質量粒子の正準量子化を実行し，ツイス
ター関数を得た．同時に，粒子の質量公式を導出した．また，得られたツイスター
関数のペンローズ変換を行い，一般化されたディラック・フィールツ・パウリ方程
式を満たすスピナー場を求めた．さらに，スピン量子数の値は 0または正の整数
値のみに制限されることを示した．
まず，剛性を持つ有質量粒子のラグランジアン (4.2.21)と等価な 1次形式のラグ
ランジアン (4.2.4)が与えられた．その後，この 1次形式のラグランジアンから得
られた拘束条件の解がスピナー変数 πiα̇とその複素共役 π̄i

αを用いて書き下された．
この解を 1次形式のラグランジアン (4.2.4)に代入することで，時空座標 xαα̇とス
ピナー変数 πiα̇を用いて書かれた剛性を持つ有質量粒子のラグランジアン (4.3.10)

が導かれた．さらに，このラグランジアンを式 (4.3.18)で定義されたツイスター変
数ZA

i を用いて書き換えることで，ツイスター変数で表現された剛性を持つ有質量
粒子のラグランジアン (4.3.19)が導出された．このとき，ツイスター変数ZA

i はナ
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ルツイスター条件 (4.3.20)を満たすことがわかるので，このナルツイスター条件
が取り入れられるように，式 (4.3.19)はラグランジュ未定係数 aiを用いて修正さ
れた．この修正された剛性を持つ有質量粒子のラグランジアン (4.3.22)と (4.3.26)

は，局所U(1)1 ×U(1)2変換のもとで不変である．また，ラグランジュ未定係数 ai

はパラメーター空間 T 上の U(1)ゲージ場としての役割を果たしていることがわ
かる．さらに，修正された剛性を持つ有質量粒子のラグランジアンから直接，質
量殻条件 (4.3.30)が得られるように式 (4.3.26)が変形され，変形された剛性を持つ
有質量粒子のラグランジアン (4.3.32)が導出された．このラグランジアン (4.3.32)

もまた，U(1)1 ×U(1)2不変である．このことを考慮し，ここでは，ラグランジア
ン (4.3.32)に基づく正準形式と量子化の議論が簡単になるように，U(1)1 × U(1)2

不変性の一部を壊すようなゲージ固定条件 a1 + a2 = 0と付加条件ϕ = 0が課され
た．このようなゲージ固定条件を課すことは，ラグランジアン (4.3.32)にゲージ固
定項 b(a1 + a2)とそれと同型の項Mζϕを付加することでなされる．また，ゲージ
固定条件 a1 + a2 = 0を採用し，さらに付加条件 ϕ = 0を採用することで，結果的
に，ツイスター変数間の簡潔なディラック括弧 (4.4.43)が得られた4．
実際に，ゲージ固定条件の課された剛性を持つ有質量粒子のラグランジアン

(4.3.41)に基づく正準形式を展開すると，そこでは拘束条件が得られ，得られた
拘束条件は系統的に第一類と第二類に分類された．その後，第二類拘束条件は，
ディラック括弧 (4.4.43)を定義し，正準変数を減らすことで処理された．また，第
一類拘束条件は，量子化の手続きを実行した後，物理的状態 |F 〉を定義する条件
式 (4.5.4)として読み換えられた．この条件式は，ツイスター関数FJ(Z)に対する
代数的な質量殻条件 (4.5.13)および連立微分方程式 (4.5.14d)と (4.5.14e)に帰着し
た．また，微分方程式 (4.5.14d)を満たすツイスター関数 FJ(Z)が，ZA

1 と ZA
2 そ

れぞれについて次数−2s∗ − 2のツイスター関数 FJs∗(Z)を用いて，式 (4.5.17)の
ように求められた．このとき，次数−2s∗ − 2は，第 3章と同様にツイスター関数
に 1価性が課されているため，整数値になる．同時に，パウリ・ルバンスキーの
スピンベクターと粒子の質量Mの間に成り立つ関係式を量子力学的に考察するこ
とで，粒子の質量公式 (4.5.6)が導出された．この式は，粒子の質量MJ がスピン
量子数 J の増加とともに減少することを意味しており，現実の質量スペクトルと
はいまのところ一致していない．

4ここで，ゲージ固定条件を採用しなければ，ツイスター変数間の複雑なディラック括弧が得ら
れる．この場合は，文献 [67,72]で考察されたように，ツイスター変数間のディラック括弧を簡潔
にするような新たなツイスター変数を定義する必要がある．
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いま，ツイスター関数 FJ(Z)は，Plyushchayによって導かれた運動量変数と内
部座標に依存した波動関数 [9]に対応するものと考えられる．本研究ではさらに，
ツイスター理論の技法を適用し，ツイスター関数のペンローズ変換を実行するこ
とで，ミンコフスキー空間M上のスピナー場 Ψ が導出された．具体的には，式
(4.5.17)におけるツイスター関数FJ(Z)のペンローズ変換 (4.6.1)を行うことで，座
標 (xαα̇, 0̄iα)によって張られた空間上のスピナー場Φi1...ip

α1...αp ; j1...jq ,α̇1...α̇q
が与えられ，

その後，Φの (xαα̇, 0)を中心とするテーラー展開の展開係数 (4.6.9)として，ミンコ
フスキー空間M上の p + l + q階のスピナー場 Ψ

i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
(x)が求められ

た．さて，スピナー場 Ψ は，スピナー変数に関する点なしの添字と点付きの添字
に加えて付加的な上付きの添字と下付きの添字を持っていて，付加的な上付き (下
付き)の添字の数と点なし (点付き)のスピナー添字の数は同じになる．また，スピ
ナー場 Ψ の階数N+ (= p + l + q)は，ツイスター関数 Fjs∗(Z)が ZA

1 と ZA
2 それぞ

れについて同じ次数−2s∗ − 2であることより，偶数になることが示された．この
ことと式 (4.6.15)が成り立つことを用いて，スピン量子数 J の値は 0または正の
整数値に制限されることが証明された．このことは，粒子のスピン量子数が半整
数値をとる可能性は否定されることを意味するので，Plyushchayの結論を支持す
る結果が得られた．(したがって，DeriglazovとNersessianによる主張 [14]は否定
された．)

スピナー場Ψは，付加的な添字を持つ一般化されたディラック・フィールツ・パ
ウリ方程式 (4.6.20)を満たすことが示された．この式を基にクライン・ゴルドン方
程式 (4.6.22)が導かれ，Ψ は質量MJを持つ場であることを明らかにされた．以上
のことから，剛性を持つ有質量粒子の模型は，整数のスピン量子数を持つ質量MJ

の有質量粒子のみを記述することが結論された．
最後に，本研究で考察されたツイスター模型は，スピン量子数の値を 0または正
の整数値だけでなく正の半整数値も許されるように，拡張できることを示す．こ
のような拡張を実際に行うために，1次元の U(1)チャーン・サイモン項

Si = −2si

∫ τ1

τ0

dτai (i = 1, 2) (4.7.1)

を導入する．ここで，siは実定数である．作用積分 Siは，場 aiが適切なパラメー
ターの付け替えのもとで式 (4.3.23)のように変換するので，パラメーターの付け替
えのもとで不変である．また，作用積分Siは，θiが θi(τ1) = θi(τ0)のような適切な
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境界条件を満たせば，ゲージ変換 (4.3.24)のもとでも不変である．いま，作用積分

S̃ =

∫ τ1

τ0

dτL + S1 + S2 (4.7.2)

によって定まる拡張されたツイスター模型を与える．ここで，Lはツイスター変数
で表現された剛性を持つ有質量粒子のラグランジアン (4.3.41)である．式 (4.7.2)に
よって定まる拡張されたツイスター模型に基づく有質量粒子の正準量子化を実行す
ると，物理的状態 |F 〉には，条件式 χ̂(a)−|F 〉 = 0の代わりに，(χ̂(a)− − s−)|F 〉 = 0

が課されるようになる．ここで，s− := s1 − s2である．このとき，s−の値は整数
値または半整数値に制限されることを示すことができる．さらに，式 (4.6.14a)は

N+ := q + (p + l) = 2(q1 + p2 + l2 − s−) = 2(q2 + p1 + l1 + s−) (4.7.3)

と修正される．式 (4.7.3)と式 (4.6.15)を用いて，N+ ≥ 0であることに注意する
と，スピン量子数 Jは，0または正の整数値だけでなく正の半整数値もとることが
わかる．こうして，ツイスター模型は，整数または半整数のスピン量子数を持つ
有質量粒子を記述できるように拡張された．しかしながら，このような拡張され
たツイスター模型は，s− #= 0のとき，ツイスター変数で表現された剛性を持つ有
質量粒子模型とみなすことはできない．そこで，拡張されたツイスター模型に対
応する拡張された剛性を持つ有質量粒子模型を構築することは，今後の課題とし
て挙げられる．
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4.8 補遺
4.8.1 パウリ・ルバンスキーのスピンベクターと質量公式
ここでは，本章で考察の対象とする系に基づくパウリ・ルバンスキーのスピン
ベクターを導出し，それに関連した事柄を考察する．また，Mと γの値を求める．
まず，次の無限小ポアンカレ変換を考える:

xµ → x′µ = xµ + εµ
νx

ν − εµ , (4.8.1a)

qµ → q′µ = qµ + εµ
νq
ν , (4.8.1b)

pµ → p′µ = pµ + ε ν
µ pν , (4.8.1c)

rµ → r′µ = rµ + ε ν
µ rν . (4.8.1d)

ここで，εµν (= −ενµ)は無限小ローレンツ変換のパラメーター，εµは無限小並進
変換のパラメーターである．1次形式のラグランジアン (4.2.4)は，このような無
限小ポアンカレ変換 (4.8.1)のもとで，不変であることがわかる．したがって，1次
形式のラグランジアン (4.2.4)から得られる εµに対応する保存量Pµと εµν に対応
する保存量Mµνは，ネーターの定理より，

Pµ = pµ , (4.8.2)

Mµν = xµpν − xνpµ + qµrν − qνrµ (4.8.3)

と求まる．ここで，Pµは 4元運動量ベクターで，Mµνは角運動量テンサーである．
いま，パウリ・ルバンスキーのスピンベクターを

W µ :=
1

2M
εµνρσPνMρσ (4.8.4)

と定義する．ここで，4次元時空におけるレビ・チヴィタの記号 εµνρσを ε0123 = 1

と定義した．また，M は式 (4.3.12)で定義された質量パラメーターである．スピ
ンベクターW µは，PµとMµνが保存量であるので，保存量になる．式 (4.8.4)に
式 (4.8.2)と式 (4.8.3)を代入すると，スピンベクターW µは

W µ =
1

M
εµνρσpνqρrσ (4.8.5)

となる．この式に公式

εµνρσε
µαβγ = −

(
δαν δ

β
ρ δ

γ
σ − δαν δ

γ
ρδ

β
σ − δβν δ

α
ρ δ

γ
σ + δβν δ

γ
ρδ

α
σ + δγν δ

α
ρ δ

β
σ − δγν δ

β
ρ δ

α
σ

)
(4.8.6)
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を用いると，スピンベクターの 2乗W 2 := WµW µが

W 2 =
1

M2

{
−p2q2r2 + p2(qµrµ)2 + q2(rµpµ)2 + r2(qµpµ)2 − 2(qµrµ)(rνpν)(q

ρpρ)
}

(4.8.7)

と求まる．式 (4.8.7)に式 (4.2.6e)，式 (4.2.6f)，式 (4.2.8)，式 (4.2.9)を用いると，
式 (4.8.7)は

W 2 =
k2

M2

(
p2 − m2

)
(4.8.8)

となる．式 (4.8.8)に式 (4.3.7a)を代入すると，式 (4.8.8)は

W 2 =
k2

M2

(
2|Π|2 − m2

)
(4.8.9)

と表せる．これは，1次形式のラグランジアンを基に得られたW 2の表式である．
ツイスター変数で表現されたラグランジアン (4.3.41)から得られるパウリ・ルバ
ンスキーのスピンベクターは，次のようになる (文献 [67]参照):

W αα̇ =
1

M

[(
π̄j
βω

β
i + ω̄jβ̇πiβ̇

)
π̄iαπα̇j − 1

2

(
π̄i
βω

β
i + ω̄iβ̇πiβ̇

)
π̄jαπα̇j

]
. (4.8.10)

式 (4.8.10)は，

Wαα̇ =
1

M

(
δl
iδ

j
k −

1

2
δj
i δ

l
k

)
Z̄k

BZB
l π̄

iαπα̇j (4.8.11)

と書くこともできる．また，式 (4.8.10)に式 (4.3.13)と式 (4.3.14)を代入し，その
後，式 (4.3.3)を用いると，式 (4.8.10)は式 (4.8.5)に帰着する．式 (4.8.11)に公式

1

2
σ j

ri σ
l

rk = δl
iδ

j
k −

1

2
δj
i δ

l
k (4.8.12)

を適用すると，式 (4.8.11)は

Wαα̇ =
1

M
Trσ

j
ri π̄

iαπα̇j (4.8.13)

と表すことができる．ここで，

Tr :=
1

2
Z̄k

Bσ
l

rk ZB
l (4.8.14)

を定義した．このTrは実数であることがわかる．また，σ j
ri (r = 1, 2, 3)の添字 (i, j)

は，パウリ行列 σrの要素を表している．式 (4.8.13)と公式 πiα̇πα̇j = εijΠ, π̄i
απ̄

jα =

εijΠ̄, σ2σrσ2 = −σT
r を用いると，スピンベクターの 2乗W 2 = W αα̇Wαα̇は

W 2 = − 2

M2
T 2|Π|2 , T 2 := TrTr (4.8.15)
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と求まる．
本章における量子化は，交換関係 (4.5.2a)と (4.5.2b)を設定することで与えられ
たツイスター量子化を意味している．いま，交換関係 (4.5.2a)と (4.5.2b)を用いる
と，W αα̇に対応するワイル順序がとられた演算子 Ŵ αα̇は，

Ŵαα̇ =
1

M
T̂rσ

j
ri

ˆ̄πiαπ̂α̇j (4.8.16)

と与えられる．ここで，

T̂r :=
1

2
ˆ̄Zk

Bσ
l

rk ẐB
l (4.8.17)

を定義した．演算子 T̂rは，SU(2)の交換関係
[
T̂r, T̂s

]
= iεrstT̂t (4.8.18)

を満たすことを示すことができる．また，式 (4.8.18)と交換関係
[
T̂r,σ

j
ri

ˆ̄πiαπ̂α̇j

]
= iεrstσ

j
ti

ˆ̄πiαπ̂α̇j (4.8.19)

が成り立つことを用いると，交換関係
[
Ŵ αα̇, T̂r

]
= 0 (4.8.20)

がすぐに求まる．式 (4.8.20)から，
[
Ŵ 2, T̂ 2

]
= 0 (4.8.21)

が得られる．また，式 (4.8.20)と公式

iεrstσ
j

si σ
l

tk = σ j
rk δ

l
i − σ l

ri δ
j
k , (4.8.22)

εαα̇ββ̇γγ̇δδ̇ = i(εαγεβδεα̇δ̇εβ̇γ̇ − εαδεβγεα̇γ̇εβ̇δ̇) (4.8.23)

を用いると，
[
Ŵ αα̇, Ŵ ββ̇

]
=

i

M
εαα̇ββ̇γγ̇δδ̇p̂γγ̇Ŵδδ̇ (4.8.24)

が導かれる．ここで，p̂γγ̇ := ˆ̄πi
γπ̂iγ̇ である．演算子 p̂γγ̇は，式 (4.3.3a)の pαα̇に対

応する演算子で，T̂rと Ŵ αα̇と可換である．式 (4.8.24)は，パウリ・ルバンスキー
のスピンベクターが満たすべき交換関係である．このようなスピンベクターの 2乗
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Ŵ 2 := Ŵ αα̇Ŵαα̇ は，ポアンカレ代数のスピンに関するカシミア演算子としてよく
知られている．
いま，Ŵ αα̇と Ŵ 2はそれぞれ，式 (4.5.4)で与えられた演算子

φ̂(a)− = P̂ (a)− , φ̂(h) = P̂ (h) , φ̂(h̄) = P̂ (h̄) ,

χ̂(a)− = T̂3 , χ̂(h) =
√

2Π̂ − M , χ̂(h̄) =
√

2 ˆ̄Π − M (4.8.25)

と可換であることを示すことができる．このことは，条件式 (4.5.4a)–(4.5.4f)と
固有値方程式 Ŵ 2|F 〉 = Λ|F 〉 は同時に成り立つことを意味している．ここで，
Λは演算子 Ŵ 2 の固有値を表している．さて，交換関係 (4.8.24)は，静止系で，
[Ŵr, Ŵs] = iεrstŴtに帰着する．このことは，静止系で，式 (4.8.24)を |F 〉に作用
させ，式 (4.5.4e)と式 (4.5.4f)を用いることで確かめられる．こうして，演算子 Ŵr

は SU(2)に関する交換関係を満たしていることがわかるので，ŴrŴrの固有値は，
適切な条件のもとで J(J + 1)と求まる．ここで，J は非負の整数値または半整数
値をとるスピン量子数である．したがって，固有値Λは，Ŵ 2 = −ŴrŴrであるこ
とより，−J(J + 1)と定まるので，固有値方程式

Ŵ 2|F 〉 = −J(J + 1)|F 〉 , J = 0,
1

2
, 1,

3

2
, . . . (4.8.26)

が得られる．
量子力学に移行して正準変数を対応する演算子におきかえたとき，式 (4.8.9)に
対応する演算子が量子論において成り立つことが期待される．このような演算子
を |F 〉に作用させると，

Ŵ 2|F 〉 =
k2

M2

(
2Π̂ ˆ̄Π − m2

)
|F 〉 (4.8.27)

が得られる．この式はワイル順序がとられていて，その後，交換関係を用いて簡
単な形に書き換えられている．式 (4.8.27)は，式 (4.5.4e)と式 (4.5.4f)を用いると，

Ŵ 2|F 〉 =
k2

M2

(
M2 − m2

)
|F 〉 (4.8.28)

となる．式 (4.8.28)と式 (4.8.26)を用いると，M は

MJ :=
m√

1 + J(J+1)
k2

(4.8.29)
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と定まる．これは，粒子の質量公式にほかならない．式 (4.8.29)に応じて，正の定
数 γは，式 (4.3.12)から，

γJ,± :=

(√
1 +

J(J + 1)

k2
±
√

J(J + 1)

k2

)2

(4.8.30)

と定まる．
次に，式 (4.8.15)に対応するワイル順序がとられた演算子を考える．この演算子
を |F 〉に作用させて交換関係を用いると，

Ŵ 2|F 〉 = − 2

M2
T̂ 2Π̂ ˆ̄Π|F 〉 , T̂ 2 := T̂rT̂r (4.8.31)

が得られる．式 (4.8.31)は，式 (4.5.4e)と式 (4.5.4f)を用いると，

Ŵ 2|F 〉 = −T̂ 2|F 〉 (4.8.32)

となる．演算子 T̂ 2は，Ŵ 2と式 (4.8.25)における各演算子と可換である．このこ
とは，物理的状態 |F 〉が T̂ 2と他の演算子に対する同時固有状態として採用される
ことを意味している．また，演算子 T̂ 2はSU(2)に関するリー代数のカシミア演算
子であるので，|F 〉は，適切な条件のもとで固有値方程式

T̂ 2|F 〉 = I(I + 1)|F 〉 , I = 0,
1

2
, 1,

3

2
, . . . (4.8.33)

を満たしていることがわかる．式 (4.8.33)，式 (4.8.26)，式 (4.8.32)を用いると，次
の式が導かれる:

I = J . (4.8.34)

4.8.2 式 (4.6.15)の証明
ここでは，式 (4.6.15)の証明を与える．
まず，交換関係 (4.5.2a)と (4.5.2b)は，ẐA

i と ˆ̄Z i
Aのスピナー成分を用いると，

[
ω̂αi , ˆ̄πj

β

]
= δj

i δ
α
β ,

[
π̂iα̇, ˆ̄ωjβ̇

]
= δj

i δ
β̇
α̇ (4.8.35)

と表すことができる．スピナー変数の間のその他の交換関係は 0である．いま，式
(4.6.27)における 〈Z̆|の代わりに，次のブラベクターを考える:

〈π̄, π| := 〈0̃| exp
(
π̄i
αω̂

α
i − πiα̇ ˆ̄ωiα̇

)
. (4.8.36)
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ただし，〈0̃|は 〈0̃|ˆ̄πi
α = 〈0̃|π̂iα̇ = 0を満たしている．式 (4.8.36)と交換関係 (4.8.35)

を用いると，次の式を示すことができる:

〈π̄, π|ˆ̄πi
α = π̄i

α〈π̄,π| , 〈π̄, π|π̂iα̇ = πiα̇〈π̄, π| , (4.8.37a)

〈π̄, π|ω̂αi =
∂

∂π̄i
α

〈π̄,π| , 〈π̄, π| ˆ̄ωiβ̇ = − ∂

∂πiα̇
〈π̄, π| . (4.8.37b)

命題1 いま，G1とG2は，区分的に滑らかな π̄i
αとπiα̇の関数である．また，|G2〉

はG2(π̄, π) = 〈π̄,π|G2〉を満たすケットベクターである．さらに，1T 2 := 1Tr
1Trは，

微分演算子

1Tr :=
1

2

(
π̄k
βσ

l
rk

∂

∂π̄l
β

− πlβ̇σ
l

rk

∂

∂πkβ̇

)
(4.8.38)

を用いて定められたときの T̂ 2の表示である．このとき，
∫

C4

G1(π̄, π)〈π̄,π|T̂ 2|G2〉d4π̄ ∧ d4π =

∫

C4

{
1T 2G1(π̄, π)

}
G2(π̄,π)d4π̄ ∧ d4π

(4.8.39)

が成り立つ．ただし，両辺の積分は有限になるとする．ここで，d4π̄ := dπ̄1
0 ∧dπ̄1

1 ∧
dπ̄2

0 ∧ dπ̄2
1，d4π := dπ10̇ ∧ dπ11̇ ∧ dπ20̇ ∧ dπ21̇ である．

証明 式 (4.8.17)は

T̂r =
1

2

(
ˆ̄πk
βσ

l
rk ω̂

β
l + ˆ̄ωkβ̇σ l

rk π̂lβ̇

)
(4.8.40)

と書き換えられる．この T̂rを右から 〈π̄, π|に作用し，式 (4.8.37)とパウリ行列が
トレースレス σ k

rk = 0であることを用いると，〈π̄, π|T̂r = 1Tr〈π̄, π|を示すことがで
きる．この式を式 (4.8.39)の左辺に 2回適用すると，
∫

C4

G1(π̄, π)〈π̄, π|T̂ 2|G2〉d4π̄ ∧ d4π =

∫

C4

G1(π̄,π)1T 2
r G2(π̄, π)d4π̄ ∧ d4π (4.8.41)

が得られる．式 (4.8.41)の右辺に 2回部分積分を実行し，σ k
rk = 0が成り立つこと

を用いると，式 (4.8.41)の右辺は次のようになる:
∫

C4

G1(π̄,π)1T 2
r G2(π̄, π)d4π̄ ∧ d4π = −

∫

C4

{
1TrG1(π̄, π)

}
1TrG2(π̄, π)d4π̄ ∧ d4π

=

∫

C4

{
1T 2G1(π̄, π)

}
G2(π̄,π)d4π̄ ∧ d4π .

(4.8.42)
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この式を導く際に，部分積分を行うことで現れる表面項は，式 (4.8.39)の両辺の積
分が有限であるという仮定より，消去した．式 (4.8.42)と式 (4.8.41)を組み合わせ
ると，式 (4.8.39)が導かれる． 証明終
さて，次の式を考える:

Ω
i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
(z) :=

∫

C4

〈π̄, π|P̂(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
T̂ 2|F 〉E(zαα̇π̄i

απiα̇)d
4π̄ ∧ d4π .

(4.8.43)

ここで，zαα̇ (= xαα̇−yαα̇)は複素ミンコフスキー空間上の座標変数，Eは zαα̇π̄i
απiα̇

の関数である．また，P̂(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
は式 (4.6.35)で定義された演算子である．さ

らに，xαα̇ではなく zαα̇が採用されているのは，zαα̇が有限な積分を定義するのに
有効な座標変数だからである．式 (4.8.43)に式 (4.8.37a)を繰り返し用いると，式
(4.8.43)は次のように書くことができる:

Ω
i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
(z) =

∫

C4

P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
(π̄, π)E(zαα̇π̄i

απiα̇)〈π̄, π|T̂ 2|F 〉d4π̄ ∧ d4π .

(4.8.44)

ここで，P(S)を

P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
(π̄, π) :=

1

N+!

∑

ς

εiς(p+l+1)j1 · · · εiς(p+l+q)jqP iς(1)...iς(p+l)

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
(π̄,π)

(4.8.45)

と定義し，

P i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
(π̄, π) := (−1)p+lπj1α̇1 · · · πjqα̇q π̄

i1
α1

· · · π̄ip+l
αp+l (4.8.46)

を定義した．いま，命題 1においてG1 = P(S), |G1〉 = |F 〉とした場合を考える．
すると，式 (4.8.39)から

Ω
i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
(z)=

∫

C4

{
1T 2
(
P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
(π̄,π)E(zαα̇π̄i

απiα̇)
)}

F̃ (π̄, π)d4π̄ ∧ d4π

(4.8.47)

が導かれる．ここで，F̃ (π̄,π) := 〈π̄, π|F 〉である．関数 F̃ とEは区分的に滑らか
な関数であるとする．また，式 (4.8.47)と式 (4.8.44)の積分は有限であるとする．
このとき，式 (4.8.47)は，1TrE(zαα̇π̄i

απiα̇) = 0が成り立つことを用いると，

Ω
i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
(z) =

∫

C4

{
1T 2P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
(π̄,π)

}
E(zαα̇π̄i

απiα̇)F̃ (π̄,π)d4π̄ ∧ d4π

(4.8.48)
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となる．
命題 2 固有値方程式

1T 2P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
=

N+

2

(
N+

2
+ 1

)
P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
(4.8.49)

が成り立つ．ここで，N+ := p + l + qである．
証明 式 (4.8.38)と公式 (4.8.12)を用いると，次の式を示すことができる:

1T 2 =
1

4

(
3π̄i

α

∂

∂π̄i
α

+ 2π̄i
απ̄

j
β

∂

∂π̄j
α

∂

∂π̄i
β

− π̄i
απ̄

j
β

∂

∂π̄i
α

∂

∂π̄j
β

− 4π̄i
απiβ̇

∂

∂π̄j
α

∂

∂πjβ̇

+ 2π̄i
απjβ̇

∂

∂π̄i
α

∂

∂πjβ̇

+ 3πiα̇
∂

∂πiα̇
+ 2πiα̇πjβ̇

∂

∂πjα̇

∂

∂πiβ̇

− πiα̇πjβ̇

∂

∂πiα̇

∂

∂πjβ̇

)
. (4.8.50)

また，次の式が求まる:

π̄i
α

∂

∂π̄i
α

P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
= (p + l)P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
(4.8.51a)

π̄i
απ̄

j
β

∂

∂π̄j
α

∂

∂π̄i
β

P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
= (p + l)(p + l − 1)P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
, (4.8.51b)

π̄i
απ̄

j
β

∂

∂π̄i
α

∂

∂π̄j
β

P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
= (p + l)(p + l − 1)P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
, (4.8.51c)

π̄i
απiβ̇

∂

∂π̄j
α

∂

∂πjβ̇

P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
= 0 , (4.8.51d)

π̄i
απjβ̇

∂

∂π̄i
α

∂

∂πjβ̇

P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
= (p + l)P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
, (4.8.51e)

πiα̇
∂

∂πiα̇
P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
= qP(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
, (4.8.51f)

πiα̇πjβ̇

∂

∂πjα̇

∂

∂πiβ̇

P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
= q(q − 1)P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
, (4.8.51g)

πiα̇πjβ̇

∂

∂πiα̇

∂

∂πjβ̇

P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
= q(q − 1)P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
. (4.8.51h)

式 (4.8.51)と式 (4.8.50)を組み合わせると，式 (4.8.49)が導かれる． 証明終
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式 (4.8.44)に式 (4.8.33)を用いて，式 (4.8.48)に式 (4.8.51)を用いれば，
{

I(I + 1) − N+

2

(
N+

2
+ 1

)}

×
∫

C4

P(S)i1...ip+l+q

α1...αp+l ; α̇1...α̇q
(π̄, π)E(Zαα̇π̄i

απiα̇)F̃ (π̄,π)d4π̄ ∧ d4π = 0 (4.8.52)

が得られる．いま，関数Eは，区分的に滑らかである限り完全に任意の関数で，式
(4.8.52)の積分を有限にするために導入した関数である．このことと式 (4.8.52)か
ら，I = 1

2N+が成り立つことことがわかる．さらに，この式と式 (4.8.34)を比較
すれば，

J =
N+

2
(4.8.53)

が求まる．以上から，式 (4.6.15)が証明された．
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第5章 ローレンツ・ディラック
方程式のラグランジュ形式

前章において，外曲率を含むラグランジアンを基本とする剛性を持つ有質量粒
子模型を考察したが，他にも，外曲率の 2乗を含むラグランジアンを基本とする
剛性を持つ粒子模型がある．この章では，外曲率の 2乗を基本とする剛性を持つ
粒子模型を変形することにより，ローレンツ・ディラック方程式 (放射反作用を受
ける荷電粒子の運動方程式)を与える 2種類のラグランジアンを構成する．これら
のうちの 1つには減衰項が含まれていて，他の 1つには交差項が含まれている．こ
のような 2つのラグランジアンから，ローレンツ・ディラック方程式がオイラー・
ラグランジュ方程式として得られることを別々に示す．

5.1 導入
荷電粒子は，電磁波を放射すると，自身が電磁波を放射することによる反作用
を受ける．この現象は，放射反作用としてよく知られている [85–90]．この放射反
作用の効果は，19世紀末にLorentzによってはじめて評価された [91]．さらに，放
射反作用の効果を取り入れた古典的電子模型がAbrahamと Lorentzによって考察
された [92,93]．放射反作用を受ける荷電粒子に対する非相対論的な運動方程式は，
荷電粒子の位置座標を x = x(t)とすると，次のように与えられる1:

m
d2x

dt2
= F +

2

3
e2d3x

dt3
. (5.1.1)

ここで，mと eはそれぞれ，荷電粒子の質量と電荷である．また，F は外部電磁
場によるローレンツ力を表している．式 (5.1.1)はローレンツ・アブラハム方程式
(もしくは，アブラハム・ローレンツ方程式)と呼ばれている．その後，1938年に，
Diracは放射反作用の効果を相対論的に扱うことで，ローレンツ・アブラハム方程

1本論文では，自然単位系を採用しているので，光速度 cは c = 1である．
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式を相対論的に共変な形式に書き換えた [25]．この方程式はローレンツ・ディラッ
ク方程式と呼ばれている [87,90,94–96]．ローレンツ・ディラック方程式は，4次元
ミンコフスキー空間上を運動する荷電粒子の時空座標を xµ = xµ(l) (µ = 0, 1, 2, 3)

とすると，次のように与えられる:

m
duµ

dl
= eF µν(x)uν +

2

3
e2 (δµ

ν − uµuν)
d2uν

dl2
. (5.1.2)

ここで，uµ := dxµ/dlであり，lは粒子の固有時，すなわち粒子が描く世界線の長
さである．また，uµは，ミンコフスキー計量 ηµν が ηµν = diag(1,−1,−1,−1)と
採用されているので，uµuµ = ηµνuµuν = 1を満たしている．さらに，F µν は外部
電磁場を表している．式 (5.1.1)と式 (5.1.2)は位置座標の 3階微分を含む特殊な運
動方程式である．このことに応じて，これらの方程式には，外部電磁場が存在し
ないにもかかわらず荷電粒子の加速度が無限に増加する暴走解や，外部電磁場に
よる影響を受ける前から加速してしまう先行加速解など，物理的に不自然な解を
与える問題がある [85,86,88–90,95–97]．これらの問題を解決するために，様々な
考えが最近まで提案されてきた [85,90,96–104]．しかしながら，これらの問題への
根本的な解決策はまだ与えられていない．
放射反作用を受ける荷電粒子の運動方程式 (5.1.1)と (5.1.2)が得られたので，こ
れらの方程式を与えるラグランジアンを構成することは，放射反作用を受ける荷
電粒子の解析力学と量子力学を議論する上で非常に重要である．また，このよう
なラグランジアンを見出すことができれば，上述の問題を取り扱うための新しい
見解が得られることも期待できる．実際に，方程式 (5.1.1)と (5.1.2)を与えるラグ
ランジアンを構成する研究がいままでにいくつか行われている [105–107]．この中
で，Caratiは，補助変数を用いて式 (5.1.1)を与えるあらわに時間依存するラグラ
ンジアンを構成した [105]．（さらに，Caratiは特殊な場合でのこのラグランジアン
の相対論的な拡張も考察した．）また，BaroneとMendesは，方程式 (5.1.1)とそれ
を時間反転した方程式を同時に与えるあらわに時間依存しないラグランジアンを構
成した [106]．Caratiによるラグランジアンは減衰調和振動子の直接的なラグラン
ジュ形式を基に構成され [108–110]，一方，BaroneとMendesによるラグランジア
ンは減衰調和振動子の間接的なラグランジュ形式を基に構成されている [111–113]
2．ここで，CaratiやBaroneとMendesの議論では，外部電磁場によるローレンツ

2直接的なラグランジュ形式では，減衰調和振動子の運動方程式を与えるラグランジアンとして
あらわに時間依存するラグランジアンが与えられ [108–110]，一方，間接的なラグランジュ形式で
は，減衰調和振動子の運動方程式とそれを時間反転した方程式を同時に与えるラグランジアンとし
てあらわに時間依存しないラグランジアンが与えられている [111–113]．

112



力F が粒子の速度 v := dx/dtと独立に与えられていることを指摘しておく．した
がって，CaratiやBaroneとMendesが与えたラグランジアンは，磁場が 0のとき
か，磁場が速度 vに平行なときの荷電粒子だけを記述できることになる3．
本研究では，点粒子が描く世界線の外曲率の 2乗を基本とする剛性を持つ粒子
のラグランジアン [17, 18, 21]を変形し，それに外部電磁場との結合項を付加する
ことで，ローレンツ・ディラック方程式 (5.1.2)を与える相対論的なラグランジア
ンを 2種類，構成する．この 2種類のラグランジアンには時空座標 xµだけでなく
補助変数も含まれているので，これらはKupriyanovの証明 [107]の適用範囲外に
なる．また，2種類のラグランジアンから定まる作用積分はそれぞれ，点粒子が描
く世界線上のパラメーターの付け替えのもとで不変であるように構成される．さ
らに，2種類のラグランジアンのうちの 1つには指数関数的に減衰する固有時 lの
関数，すなわち減衰項が含まれている．一方，もう 1つのラグランジアンには異
なる 2つの補助変数から成る交差項が含まれている．本研究で与えるラグランジ
アンはCaratiやBaroneとMendesによるラグランジアンの直接的な拡張ではない
ことを指摘しておく．
本章は次のように構成されている: 第 5.2節では，ローレンツ・ディラック方程
式を与えるラグランジアンを構成するのに先立ち，外曲率の 2乗を基本とする剛
性を持つ粒子のラグランジアンからその運動方程式を導く．その後，この運動方
程式は，ローレンツ・ディラック方程式と共通した項を持つことを確かめる．第
5.3節では，本章を考察するうえで必要な力学変数を与え，その力学変数が従う世
界線上のパラメーターの付け替えのもとでの変換則を定義する．第 5.4節では，前
節で定義した力学変数を用いて，減衰項を含むラグランジアンを与える．また，そ
のラグランジアンからソース項を持つローレンツ・ディラック方程式が得られる
ことを実際に示す．第 5.5節では，減衰項の代わりに交差項を含むラグランジアン
を与えて，そのラグランジアンからもまたソース項を持つローレンツ・ディラック
方程式が得られることを実際に示す．第 5.6節では，本章のまとめを行い，今後の
課題を述べる．第 5.7節では補足として，世界線上のパラメーターを用いて書かれ
たローレンツ・ディラック方程式を与える．

3文献 [107]において，Kupriyanovは方程式 (5.1.1)と (5.1.2)を与えるラグランジアンを構成で
きるか否かを調べて，そのようなラグランジアンを構成することができないことを証明した．しか
しながら，Kupriyanovによる証明は，座標変数 xと xµ やそれらの 1階微分と 2階微分のみを含
むラグランジアンにだけ適用される．したがって，他の力学変数も含むような Caratiや Baroneと
Mendesが与えたラグランジアンは，Kupriyanovの証明の適用範囲外にある．
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5.2 剛性を持つ粒子の運動方程式
この節では，外曲率の 2乗を基本とする剛性を持つ粒子のラグランジアンを与
え，そのラグランジアンから運動方程式を導く．また，この運動方程式には，ロー
レンツ・ディラック方程式と共通した項がみられることを確かめる．
剛性を持つ粒子模型は，1986年に，Pisarskiによって提案された [7]．この模型
を定める作用積分は，点粒子が描く世界線の外曲率を基に構成される．実際に，世
界線の外曲率をK = K(l)とすれば，一般的な剛性を持つ粒子の作用積分は

S =

∫ l1

l0

dl (−m − kKγ) (5.2.1)

と与えられる．ここで，lは点粒子が描く世界線の弧長パラメーター，mは質量次
元を持つパラメーター，k, γは実定数である．（Pisarskiが提唱した作用積分は，式
(5.2.1)において γ = 1としたものである．）
いま，4次元ミンコフスキー空間上の粒子の時空座標をxµ = xµ(τ) (µ = 0, 1, 2, 3)

とする．また，ミンコフスキー計量 ηµν は ηµν = diag(1,−1,−1,−1)である．こ
こで，τ (τ0 ≤ τ ≤ τ1)は粒子が描く世界線に沿った任意のパラメーターであり，
dx0/dτ > 0とする．パラメーター τ を用いると，世界線の長さの無限小量 dlと世
界線の外曲率Kはそれぞれ，

dl =
√

ẋ2dτ , K =

√

− ẍ2
⊥

(ẋ2)2
(5.2.2)

と表せる．ただし，ẋ2 > 0とし，このとき ẍ2
⊥ ≤ 0が成り立つことを考慮した (付

録 3.7.1参照)．また，

ẍµ
⊥ := ẍµ − ẋµ ẋẍ

ẋ2
(5.2.3)

であり，ẋµ := dxµ/dτ, ẍµ := d2xµ/dτ 2, ẋ2 := ẋµẋµ, ẍ2 := ẍµẍµ, ẋẍ := ẋµẍµ であ
る．式 (5.2.2)を式 (5.2.1)に代入し，m #= 0として γ = 2とおくと，

S =

∫ τ1

τ0

dτL , (5.2.4)

L := −m
√

ẋ2 +
k√
ẋ2

ẍ2
⊥

ẋ2
(5.2.5)

が得られる．このとき，実定数 kは質量次元 1を持つ．式 (5.2.5)のような外曲率の
2乗を基本とする剛性を持つ粒子のラグランジアンも研究されている [17, 18,21]．
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ラグランジアン (5.2.5)から運動方程式を導くために，補助変数 qµ = qµ(τ)と
λµ = λµ(τ)を導入し，ラグランジアン (5.2.5)を

L = −m
√

q2 +
k√
q2

q̇2
⊥

q2
+ λµ(qµ − ẋµ) (5.2.6)

と書き換える．ここで，

q̇µ
⊥ := q̇µ − qµ qq̇

q2
(5.2.7)

であり，q̇µ := dqµ/dτ, q2 := qµqµ, qq̇ := qµq̇µである．まず，xµに関するオイラー・
ラグランジュ方程式は次のようになる:

d

dτ
λµ = 0 . (5.2.8)

次に，qµに関するオイラー・ラグランジュ方程式を求める．いま，次の式が計算
できる:

∂L

∂qµ
= −m

qµ

√
q2

− k

[
3q̇2

⊥

(q2)2
√

q2
qµ +

2(q̇q)

(q2)2
√

q2
q̇µ
⊥

]
+ λµ , (5.2.9a)

∂L

∂q̇µ
= 2k

q̇µ
⊥

q2
√

q2
, (5.2.9b)

d

dτ

∂L

∂q̇µ
= 2k

[
1

q2
√

q2

(
q̈µ
⊥ − q̇2

⊥
q2

qµ

)
− 4(q̇q)

(q2)2
√

q2
q̇µ
⊥

]
. (5.2.9c)

ここで，

q̈µ
⊥ := q̈µ − qµ qq̈

q2
(5.2.10)

であり，q̈µ := d2qµ/dτ 2, qq̈ := qµq̈µ である．式 (5.2.9)を用いると，qµに関するオ
イラー・ラグランジュ方程式は

m
qµ

√
q2

= − 2k

(q2)2
√

q2

(
q2q̈µ

⊥ − 3(q̇q)q̇µ
⊥ +

1

2
q̇2
⊥qµ

)
+ λµ (5.2.11)

と求まる．また，λµに関するオイラー・ラグランジュ方程式は

qµ − ẋµ = 0 (5.2.12)

と得られる．式 (5.2.12)を式 (5.2.11)に代入すると，式 (5.2.11)は

m
ẋµ

√
ẋ2

= − 2k√
ẋ2

( ...
x µ

⊥
ẋ2

− 3(ẋẍ)ẍµ
⊥

(ẋ2)2
+

ẍ2
⊥ẋµ

2(ẋ2)2

)
+ λµ (5.2.13)
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となる．ここで，

...
x µ

⊥ :=
...
x µ − ẋµ ẋ

...
x

ẋ2
(5.2.14)

であり，...
x µ := d3xµ/dτ 3, ẋ

...
x := ẋµ

...
x µ である．式 (5.2.13)は外曲率の 2乗を基本

とする剛性を持つ粒子の運動方程式である．
第 5.7.1項より，世界線上のパラメーターを用いて書かれたローレンツ・ディラッ
ク方程式は

m
d

dτ

ẋµ

√
ẋ2

= eF µν(x)ẋν +
2

3
e2

( ...
x µ

⊥
ẋ2

− 3(ẋẍ)ẍµ
⊥

(ẋ2)2

)
(5.2.15)

と与えられる (式 (5.7.8)参照)．この式と剛性を持つ粒子の運動方程式 (5.2.13)を
比較すると，この 2つの方程式には，互いに共通した項 ...

x µ
⊥/ẋ2 − 3(ẋẍ)ẍµ

⊥/(ẋ2)2

がみられる．この項が運動方程式 (5.2.13)に現れるのは，式 (5.2.9c)からわかるよ
うに，ラグランジアン (5.2.6)が q̇2

⊥/q2を含むことに由来する．このことを考慮し，
第 5.4節と第 5.5節では，剛性を持つ粒子のラグランジアン (5.2.6)を変形し，それ
に外部電磁場との結合項を加えることで，ローレンツ・ディラック方程式を与え
る相対論的なラグランジアンを実際に構成する．

5.3 力学変数とその変換則
この節では，ローレンツ・ディラック方程式を与えるラグランジアンを実際に構
成する上で必要になる力学変数を与え，その力学変数が従う世界線上のパラメー
ターの付け替えのもとでの変換則を定義する．
はじめに，4次元ミンコフスキー空間上の荷電粒子の時空座標を xµ = xµ(τ)と
する．時空座標 xµは 1次元パラメーター空間 T := {τ | τ0 ≤ τ ≤ τ1} 上の実スカ
ラー場であるので，パラメーター τ の付け替え

τ → τ ′ = τ ′(τ)

(
dτ ′

dτ
> 0

)
(5.3.1)

のもとでの xµの変換は

xµ(τ) → x′µ(τ ′) = xµ(τ) (5.3.2)

と与えられる．
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さらに，時空座標xµのほかに，補助変数 qµ
i = qµ

i (τ), λiµ = λiµ(τ) (i = 1, 2), ξµ =

ξµ(τ) を導入する．これらの補助変数が従うパラメーターの付け替えのもとでの変
換則はそれぞれ，次のように与えられるとする:

qµ
i (τ) → q′µi (τ ′) =

dτ

dτ ′
qµ
i (τ) , (5.3.3)

λiµ(τ) → λ′iµ(τ ′) =
dτ

dτ ′
λiµ(τ) , (5.3.4)

ξµ(τ) → ξ′µ(τ ′) =
dτ

dτ ′
ξµ(τ) . (5.3.5)

この式は，補助変数 qµ
i = qµ

i (τ), λiµ = λiµ(τ), ξµ = ξµ(τ)が T 上のウェイト 1を持
つスカラー密度場としての役割を果たしていることを示している．さて，4元ベク
ター (q̇µ

i )の (qµ
i )に垂直な成分は

q̇µ
i⊥ := q̇µ

i − qµ
i

qiq̇i

q2
i

(5.3.6)

と与えられる．ここで，q̇µ
i := dqµ

i /dτ，q2
i := qiµq

µ
i，qiq̇i := qiµq̇

µ
i である (添字 iに

ついては和をとらない)．式 (5.3.6)と式 (5.3.3)を用いると，パラメーターの付け
替えのもとでの q̇µ

i⊥の変換は

q̇µ
i⊥(τ) → q̇′µi⊥(τ ′) =

(
dτ

dτ ′

)2

q̇µ
i⊥(τ) (5.3.7)

と求まる．式 (5.3.7)から，q̇µ
i⊥の変換は，q̇µ

i の変換と異なり，一次変換になるこ
とがわかる．また式 (5.3.7)は，q̇µ

i⊥が T 上のウェイト 2を持つスカラー密度場の
役割を果たしていることを意味している．

5.4 減衰項を持つラグランジアン
この節では，第 5.2節での議論を考慮し，第 5.3節で導入した力学変数を用いて，
ローレンツ・ディラック方程式を与えるラグランジアンを構成する．その後，実際
にそのラグランジアンからローレンツ・ディラック方程式が導かれることを示す．
力学変数として xµ, qµ

i ,λiµ, ξµを採用し，次のラグランジアンを与える:

LD =
e−kl

(q2
1q

2
2)

1/4

[
1

2

(
q̇2
1⊥
q2
1

− q̇2
2⊥
q2
2

)

− λ1µ (qµ
1 − ẋµ) + λ2µ (qµ

2 − ẋµ) + ξµ (qµ
1 − qµ

2 ) − 3

2e
Fµν(x)qµ

1 qν2

]
. (5.4.1)
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ここで，k := 3m/2e2，q̇2
i⊥ := q̇i⊥µq̇

µ
i⊥である．また，Fµν(= −Fνµ)は外部電磁場

を表している．ラグランジアン (5.4.1)には，第 5.2節での議論が考慮され，q̇2
i⊥/q2

i

が含まれている．式 (5.4.1)における固有時 lは τ の関数として

l(τ) =

∫ τ

τ0

dτ̃
√

ẋµ(τ̃)ẋµ(τ̃) (5.4.2)

と表すことができる．この式の xµ(τ̃)は，後で得られる xµに関する運動方程式の
解である．したがって，xµ(τ̃)は，作用積分

SD =

∫ τ1

τ0

dτLD (5.4.3)

の変分に対して変化するような力学変数ではない．いま，ラグランジアンLDは減
衰因子 e−klを通してパラメーター τ にあらわに依存している．固有時 lは幾何学
的には粒子が描く世界線の長さを表しているので，lはパラメーターの付け替えの
もとで不変である4．このことと変換則 (5.3.2)，(5.3.3)，(5.3.4)，(5.3.5)，(5.3.7)

を用いると，作用積分SDはパラメーターの付け替えのもとで不変であることを示
すことができる．また，ラグランジアン LDはゲージ変換

λ1µ → λ′1µ = λ1µ + θµ , λ2µ → λ′2µ = λ2µ + θµ , ξµ → ξ′µ = ξµ + θµ (5.4.4)

のもとで不変であることを示すことができる．ここで，θµ = θµ(τ)は実ゲージ関
数である．さらに，ラグランジアン LDは

LD (qµ
1 , q̇µ

1 ,λ1µ; qµ
2 , q̇µ

2 ,λ2µ) = −LD (qµ
2 , q̇µ

2 ,λ2µ; qµ
1 , q̇µ

1 ,λ1µ) (5.4.5)

という反対称性を持つ関数である．
ラグランジアンLDの各力学変数に関するオイラー・ラグランジュ方程式を導出
するために

Ki :=
q̇2
i⊥
q2
i

=
q2
i q̇

2
i − (qiq̇i)

2

(q2
i )

2 (5.4.6)

を定義し，ラグランジアン (5.4.1)を

LD =
e−kl

(q2
1q

2
2)

1/4

[
1

2
(K1 − K2)

− λ1µ (qµ
1 − ẋµ) + λ2µ (qµ

2 − ẋµ) + ξµ (qµ
1 − qµ

2 ) − 3

2e
Fµν(x)qµ

1 qν2

]
(5.4.7)

4固有時 l(τ)は，厳密には τ だけでなく τ0 と xµ の関数であり，l(τ, τ0;xµ)と表すべきである．
したがって，l(τ)のパラメーターの付け替えのもとでの不変性は，正確に書くと，次のようになる:
l(τ ′, τ ′

0; x′µ) = l(τ, τ0; xµ)．
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と書き換える．まず，xµに関するオイラー・ラグランジュ方程式を求める．先に
述べたように，固有時 l(τ)の中に含まれている xµ(τ̃)は変分に対して変化するよ
うな力学変数ではないので，l(τ)は変分に対して不変である．このことに注意す
ると，xµに関するオイラー・ラグランジュ方程式は

d

dτ

[
e−kl

(q2
1q

2
2)

1/4
(λ1µ − λ2µ)

]
+

3e−kl

2e (q2
1q

2
2)

1/4
∂µFνρ(x)qν1q

ρ
2 = 0 (5.4.8)

と求まる．式 (5.4.8)にはラグランジアン LDが持つゲージ不変性に伴って，ゲー
ジ不変な量 λ1µ − λ2µが含まれている．このため，λ1µと λ2µは一意的に定まらな
い．次に，qµ

1 に関するオイラー・ラグランジュ方程式は

e−kl

(q2
1q

2
2)

1/4

[
1

2

(
d

dτ

∂K1

∂q̇µ
1

− ∂K1

∂qµ
1

)
+ λ1µ − ξµ +

3

2e
Fµν(x)qν2

]

+

(
d

dτ

e−kl

(q2
1q

2
2)

1/4

)
1

2

∂K1

∂q̇µ
1

+
q1µ

2q2
1

LD = 0 (5.4.9)

となる．式 (5.4.9)を部分ごとに計算すると次の式が得られる:

1

2

∂K1

∂q̇µ
1

=
q̇1⊥µ

q2
1

=
1√
q2
1

d

dτ

q1µ√
q2
1

, (5.4.10)

d

dτ

∂K1

∂q̇µ
1

− ∂K1

∂qµ
1

=
2

q2
1

(
q̈1⊥µ − 2q1q̇1

q2
1

q̇1⊥µ

)
, (5.4.11)

d

dτ

1

(q2
1q

2
2)

1/4
= − 1

2 (q2
1q

2
2)

1/4

(
q1q̇1

q2
1

+
q2q̇2

q2
2

)
. (5.4.12)

式 (5.4.10)–(5.4.12)を式 (5.4.9)に代入すると，式 (5.4.9)は次のようになる:

k
dl

dτ

1√
q2
1

d

dτ

q1µ√
q2
1

=
3

2e
Fµν(x)qν2 +

(q2
1q

2
2)

1/4 q1µ

2q2
1e

−kl
LD

+
q̈1⊥µ

q2
1

−
(

5q1q̇1

q2
1

+
q2q̇2

q2
2

)
q̇1⊥µ

2q2
1

+ λ1µ − ξµ . (5.4.13)

ここで，q̈1⊥µと q̈2⊥µを

q̈i⊥µ := q̈iµ − qiµ
qiq̈i

q2
i

(5.4.14)

と定義した．また，q̈iµ := d2qiµ/dτ 2, qiq̈i := qiµq̈
µ
i である (添字 iについては和をと

らない)．式 (5.4.13)を得たのと同様の手順を行うことで，qµ
2 に関するオイラー・

119



ラグランジュ方程式は

k
dl

dτ

1√
q2
2

d

dτ

q2µ√
q2
2

=
3

2e
Fµν(x)qν1 − (q2

1q
2
2)

1/4 q2µ

2q2
2e

−kl
LD

+
q̈2⊥µ

q2
2

−
(

q1q̇1

q2
1

+
5q2q̇2

q2
2

)
q̇2⊥µ

2q2
2

+ λ2µ − ξµ (5.4.15)

と求まる．さらに，λ1µ, λ2µ, ξµに関するオイラー・ラグランジュ方程式はそれぞ
れ次のようになる:

qµ
1 = ẋµ , (5.4.16)

qµ
2 = ẋµ , (5.4.17)

qµ
1 = qµ

2 . (5.4.18)

式 (5.4.18)は，式 (5.4.16)と式 (5.4.17)からも求められる．
式 (5.4.16)と式 (5.4.17)を式 (5.4.13)に代入し，

LD (qµ
1 , q̇µ

1 ,λ1µ; qµ
2 , q̇µ

2 ,λ2µ) = LD (ẋµ, ẍµ,λ1µ; ẋµ, ẍµ,λ2µ) = 0 (5.4.19)

が成り立つことを用いると，

k
dl

dτ

1√
ẋ2

d

dτ

ẋµ

√
ẋ2

=
3

2e
F µν(x)ẋν +

...
x µ

⊥
ẋ2

− 3(ẋẍ)ẍµ
⊥

(ẋ2)2
+ λµ

1 − ξµ (5.4.20)

が得られる．同様に，式 (5.4.16)と式 (5.4.17)を式 (5.4.15)に代入し，式 (5.4.19)

を用いると，

k
dl

dτ

1√
ẋ2

d

dτ

ẋµ

√
ẋ2

=
3

2e
F µν(x)ẋν +

...
x µ

⊥
ẋ2

− 3(ẋẍ)ẍµ
⊥

(ẋ2)2
+ λµ

2 − ξµ (5.4.21)

が求まる．式 (5.4.21)と式 (5.4.20)を比較すると，

λµ
1 = λµ

2 (5.4.22)

が導かれる．式 (5.4.22)はゲージ変換 (5.4.4)に対して共変的である．式 (5.4.22)

から，式 (5.4.8)は恒等的に満たされることがわかる．なぜなら，式 (5.4.16)と式
(5.4.17)を用いると，∂µFνρ(x)qν1q

ρ
2 = ∂µFνρ(x)ẋν ẋρ = 0 が計算できるからである．

いま，式 (5.4.22)を考慮して，λµ
1 と λµ

2 を λµと書くと，式 (5.4.20)と式 (5.4.21)は
次の 1つの式に帰着する:

k
dl

dτ

1√
ẋ2

d

dτ

ẋµ

√
ẋ2

=
3

2e
F µν(x)ẋν +

...
x µ

⊥
ẋ2

− 3(ẋẍ)ẍµ
⊥

(ẋ2)2
+ Λµ . (5.4.23)

120



ここで，Λµ := λµ− ξµを定義した．このΛµは，明らかに，ゲージ変換 (5.4.4)のも
とで不変である．式 (5.4.23)は，式 (5.4.2)の下で述べた xµについての運動方程式
である．固有時 lの中の xµは式 (5.4.23)の解に等しいので，式 (5.4.2)の τ 微分は

dl(τ)

dτ
=
√

ẋµ(τ)ẋµ(τ) (5.4.24)

と求まる．式 (5.4.24)を式 (5.4.23)に代入し，k = 3m/2e2を代入すると，

m
d

dτ

ẋµ

√
ẋ2

= eF µν(x)ẋν +
2

3
e2

( ...
x µ

⊥
ẋ2

− 3(ẋẍ)ẍµ
⊥

(ẋ2)2

)
+

2

3
e2Λµ (5.4.25)

が得られる．この式は，ローレンツ・ディラック方程式にソース項 2e2Λµ/3を加
えた式になっている．実際に式 (5.4.25)でΛµ = 0とおくと，その式は世界線上の
任意のパラメーター τ を用いて書かれたローレンツ・ディラック方程式そのもの
であることがわかる (式 (5.7.8)参照)．このことより，式 (5.4.25)をソース項を持
つローレンツ・ディラック方程式と呼ぶことができる．このようにして，ラグラ
ンジアン LDからソース項を持つローレンツ・ディラック方程式が導出された．
いま，固有時ゲージ τ = lを採用する．すると，ẋµ = uµ, ẋ2 = 1, ẋẍ = 0 が成
り立つので，式 (5.4.25)は

m
duµ

dl
= eF µν(x)uν +

2

3
e2 (δµ

ν − uµuν)
d2uν

dl2
+

2

3
e2Λµ (5.4.26)

となる．この式は (本来の)ローレンツ・ディラック方程式 (5.1.2)にソース項2e2Λµ/3

を加えた式である．

5.5 交差項を持つラグランジアン
この節では，第 5.4節で議論したラグランジアンとは別のラグランジアンを構成
し，そのラグランジアンからもローレンツ・ディラック方程式が導かれることを
示す．
次のラグランジアンを与える:

LA =
1

(q2
1q

2
2)

1/4

[
1

2

(
q̇2
1⊥
q2
1

− q̇2
2⊥
q2
2

)
− k

2

(
q̇1⊥µq

µ
2√

q2
1

− q̇2⊥µq
µ
1√

q2
2

)

−λ1µ (qµ
1 − ẋµ) + λ2µ (qµ

2 − ẋµ) + ξµ (qµ
1 − qµ

2 ) − 3

2e
Fµν(x)qµ

1 qν2

]
. (5.5.1)
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このラグランジアンLAとラグランジアンLDで異なる点は，減衰因子 exp(−kl)の
代わりに交差項 (kに比例する項)が含まれている点である．これに伴って，ラグラ
ンジアンLAはパラメーター τ にあらわに依存しない関数になっている．また，ラ
グランジアンLAには，ラグランジアンLDと同様に，q̇2

i⊥/q2
i が含まれている．さ

て，変換則 (5.3.2)，(5.3.3)，(5.3.4)，(5.3.5)，(5.3.7)を用いると，作用積分

SA =

∫ τ1

τ0

dτLA (5.5.2)

はパラメーターの付け替えのもとで不変であることを示すことができる．また，ラ
グランジアンLAは，ラグランジアンLDと同様に，ゲージ変換 (5.4.4)のもとで不
変である．さらに，ラグランジアン LAは

LA (qµ
1 , q̇µ

1 ,λ1µ; qµ
2 , q̇µ

2 ,λ2µ) = −LA (qµ
2 , q̇µ

2 ,λ2µ; qµ
1 , q̇µ

1 ,λ1µ) (5.5.3)

という反対称性を持つ関数である．
ラグランジアンLAの各力学変数に関するオイラー・ラグランジュ方程式を導出
するために，

J :=
q̇1⊥µq

µ
2√

q2
1

− q̇2⊥µq
µ
1√

q2
2

(5.5.4)

を定義し，式 (5.4.6)のKiを用いて，ラグランジアン (5.4.1)を

LA =
1

(q2
1q

2
2)

1/4

[
1

2
(K1 − K2) −

k

2
J

− λ1µ (qµ
1 − ẋµ) + λ2µ (qµ

2 − ẋµ) + ξµ (qµ
1 − qµ

2 ) − 3

2e
Fµν(x)qµ

1 qν2

]
(5.5.5)

と書き換える．まず，xµに関するオイラー・ラグランジュ方程式は

d

dτ

[
1

(q2
1q

2
2)

1/4
(λ1µ − λ2µ)

]
+

3

2e (q2
1q

2
2)

1/4
∂µFνρ(x)qν1q

ρ
2 = 0 (5.5.6)

となる．式 (5.5.6)にはラグランジアン LAのゲージ不変性に伴って，ゲージ不変
な量 λ1µ − λ2µが含まれている．このため，λ1µと λ2µは一意的に定まらない．次
に，qµ

1 に関するオイラー・ラグランジュ方程式は
1

(q2
1q

2
2)

1/4

[
1

2

(
d

dτ

∂K1

∂q̇µ
1

− ∂K1

∂qµ
1

)
− k

2

(
d

dτ

∂J

∂q̇µ
1

− ∂J

∂qµ
1

)
+ λ1µ − ξµ +

3

2e
Fµν(x)qν2

]

+

(
d

dτ

1

(q2
1q

2
2)

1/4

)(
1

2

∂K1

∂q̇µ
1

− k

2

∂J

∂q̇µ
1

)
+

q1µ

2q2
1

LA = 0 (5.5.7)
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となる．式 (5.5.7)に式 (5.4.10)–(5.4.12)と

∂J

∂q̇µ
1

=
1√
q2
1

(
q2µ − q1q2

q2
1

q1µ

)
, (5.5.8)

d

dτ

∂J

∂q̇µ
1

− ∂J

∂qµ
1

=
d

dτ

q2µ√
q2
2

+
1√
q2
1

(
q̇2µ − q1q̇2

q2
1

q1µ

)
(5.5.9)

を代入すると，次の式が得られる:

k

2

[
d

dτ

q2µ√
q2
2

+
1√
q2
1

(
q̇2µ − q1q̇2

q2
1

q1µ

)]

=
3

2e
Fµν(x)qν2 +

(q2
1q

2
2)

1/4 q1µ

2q2
1

LA +
q̈1⊥µ

q2
1

−
(

5q1q̇1

q2
1

+
q2q̇2

q2
2

)
q̇1⊥µ

2q2
1

+ λ1µ − ξµ

+
k

4
√

q2
1

(
q1q̇1

q2
1

+
q2q̇2

q2
2

)(
q2µ − q1q2

q2
1

q1µ

)
. (5.5.10)

ここで，q1q2 := q1µq
µ
2 , q1q̇2 := q1µq̇

µ
2 である．同様に，qµ

2 に関するオイラー・ラグ
ランジュ方程式は次のように求まる:

k

2

[
d

dτ

q1µ√
q2
1

+
1√
q2
2

(
q̇1µ − q̇1q2

q2
2

q2µ

)]

=
3

2e
Fµν(x)qν1 − (q2

1q
2
2)

1/4 q2µ

2q2
2

LA +
q̈2⊥µ

q2
2

−
(

q1q̇1

q2
1

+
5q2q̇2

q2
2

)
q̇2⊥µ

2q2
2

+ λ2µ − ξµ

+
k

4
√

q2
2

(
q1q̇1

q2
1

+
q2q̇2

q2
2

)(
q1µ − q1q2

q2
2

q2µ

)
. (5.5.11)

さらに，λ1µ, λ2µ, ξµに関するオイラー・ラグランジュ方程式はそれぞれ次のよう
になる:

qµ
1 = ẋµ , (5.5.12)

qµ
2 = ẋµ . (5.5.13)

qµ
1 = qµ

2 . (5.5.14)

これらの式は互いに両立している．
式 (5.5.12)と式 (5.5.13)を式 (5.5.10)に代入し，

LA (qµ
1 , q̇µ

1 ,λ1µ; qµ
2 , q̇µ

2 ,λ2µ) = LA (ẋµ, ẍµ,λ1µ; ẋµ, ẍµ,λ2µ) = 0 (5.5.15)
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が成り立つことを用いると，

k
d

dτ

ẋµ

√
ẋ2

=
3

2e
F µν(x)ẋν +

...
x µ

⊥
ẋ2

− 3(ẋẍ)ẍµ
⊥

(ẋ2)2
+ λµ

1 − ξµ (5.5.16)

が得られる．同様に，式 (5.5.12)と式 (5.5.13)を式 (5.5.11)に代入し，式 (5.5.15)

を用いると，

k
d

dτ

ẋµ

√
ẋ2

=
3

2e
F µν(x)ẋν +

...
x µ

⊥
ẋ2

− 3(ẋẍ)ẍµ
⊥

(ẋ2)2
+ λµ

2 − ξµ (5.5.17)

が求まる．式 (5.5.17)と式 (5.5.16)を比較すると，

λµ
1 = λµ

2 (5.5.18)

が導かれる．この式と ∂µFνρ(x)qν1q
ρ
2 = ∂µFνρ(x)ẋν ẋρ = 0 が成り立つことから，式

(5.5.6)は恒等的に満たされることがわかる．ここで，Λµ := λµ−ξµ (λµ := λµ
1 = λµ

2)

とおき，k = 3m/2e2を代入すると，式 (5.5.16)と式 (5.5.17)は次の 1つの式に帰
着する:

m
d

dτ

ẋµ

√
ẋ2

= eF µν(x)ẋν +
2

3
e2

( ...
x µ

⊥
ẋ2

− 3(ẋẍ)ẍµ
⊥

(ẋ2)2

)
+

2

3
e2Λµ . (5.5.19)

この方程式はソース項を持つローレンツ・ディラック方程式 (5.4.25)に等しい．こ
のようにして，ラグランジアンLAからもまたソース項を持つローレンツ・ディラッ
ク方程式が導かれた．

5.6 まとめと今後の課題
本章では，外曲率の 2乗を基本とする剛性を持つ粒子のラグランジアン (5.2.6)

を変形し，それに外部電磁場Fµνとの結合項を加えることで，2種類の相対論的な
ラグランジアン LDと LAが構成された．その後，LDと LAからソース項を持つ
ローレンツ・ディラック方程式がオイラー・ラグランジュ方程式として得られる
ことが別々に示された．ここで得られた方程式は，非同次項 2e2Λµ/3を持つ xµに
ついての微分方程式である．したがって，その方程式の解は Λµに依存している．
そのため，ローレンツ・ディラック方程式そのものは，得られた方程式でΛµ = 0

とした特別な場合として導出される．このことから，LDとLAはそれぞれ，ロー
レンツ・ディラック方程式を与えるラグランジアンであることが結論された．
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式 (5.5.19)の両辺に ẋµを乗じて内積をとると，直交条件

ẋµΛ
µ = 0 (5.6.1)

が得られる．この条件は，Λと速度ベクター vをそれぞれ，Λ := (Λr) (r = 1, 2, 3)

と v := (dxr/dx0)とおくことで，Λ0 = v ·Λと書き換えられる．したがって，4元
ベクター (Λµ)の成分は，(v ·Λ,Λ)と表せる．このことと式 (5.5.19)から，ソース
項 2e2Λµ/3は，荷電粒子に作用する (ローレンツ力とは別の)外力をf := (2e2/3)Λ

とすれば，4元力 (fµ) = (v · f ,f)の成分とみなされる．このようにして，ソース
項は外力に相当することがわかる．
減衰調和振動子を記述する間接的なラグランジュ形式 [111]では，2つの座標変
数が導入されている．このうちの 1つの座標変数は未来方向の運動を記述して，残
りの座標変数は過去方向の運動を記述している．しかしながら，本研究で用いた
qµ
1 と qµ

2 は，そのような 2つの座標変数とは本質的に異なっている．このことは実
際に，減衰項を持つラグランジアンLDにも qµ

1 と qµ
2 が含まれていることからも確

かめられる．また，ラグランジアンLDとLAのそれぞれから qµ
1 = qµ

2 = ẋµが求ま
ることは，qµ

1 と qµ
2 がローレンツ・ディラック方程式を導くための補助変数として

の役割を果たしていることを意味している．
本章では，あらわにパラメーター τ に依存するラグランジアン LDとあらわに
パラメーター τ に依存しないラグランジアンLAが与えられた．さて，減衰調和振
動子の無矛盾な量子化 [108,112,113]を実行する際には，あらわに時間依存するラ
グランジアンよりも，あらわに時間依存しないラグランジアンが採用されている．
このことを考慮すると，ローレンツ・ディラック方程式に従う荷電粒子の量子力
学を議論するためには，ラグランジアンLAを採用することが適切であると考えら
れる．したがって，今後の課題として，LAを基に放射反作用を受ける粒子の解析
力学や量子力学を考察することが挙げられる．
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5.7 補遺
5.7.1 世界線上のパラメーターを用いて書かれたローレンツ・ディ

ラック方程式
ここでは，世界線上の任意のパラメーターを用いて書かれたローレンツ・ディ
ラック方程式を与える．
固有時 lを用いて書かれたローレンツ・ディラック方程式 (5.1.2)は次式である:

m
duµ

dl
= eF µν(x)uν +

2

3
e2 (δµ

ν − uµuν)
d2uν

dl2
. (5.7.1)

いま，固有時の無限小量 dlは dl =
√

ẋ2dτ と表せるので，次の式が成り立つこと
を示すことができる:

uµ :=
dxµ

dl
=

ẋµ

√
ẋ2

, (5.7.2)

duµ

dl
=

ẍµ
⊥

ẋ2
, (5.7.3)

d2uµ

dl2
=

1√
ẋ2

[ ...
x µ

⊥
ẋ2

− 3(ẋẍ)ẍµ
⊥

(ẋ2)2
−
(

ẍ2 − (ẋẍ)2

ẋ2

)
ẋµ

(ẋ2)2

]
. (5.7.4)

ここで，

ẍµ
⊥ := ẍµ − ẋµ ẋẍ

ẋ2
,

...
x µ

⊥ :=
...
x µ − ẋµ ẋ

...
x

ẋ2
(5.7.5)

である．また，

ẋµ :=
dxµ

dτ
, ẍµ :=

d2xµ

dτ 2
,

...
x µ :=

d3xµ

dτ 3
, (5.7.6)

ẋ2 := ẋµẋ
µ , ẍ2 := ẍµẍ

µ , ẋẍ := ẋµẍ
µ , ẋ

...
x := ẋµ

...
x µ . (5.7.7)

である．いま，式 (5.1.2)に式 (5.7.2)と式 (5.7.4)を代入すると，世界線上の任意
のパラメーター τ を用いて書かれたローレンツ・ディラック方程式が

m
d

dτ

ẋµ

√
ẋ2

= eF µν(x)ẋν +
2

3
e2

( ...
x µ

⊥
ẋ2

− 3(ẋẍ)ẍµ
⊥

(ẋ2)2

)
(5.7.8)

と得られる．式 (5.7.8)は，固有時ゲージ τ = lを採用することなく，荷電粒子が
受ける放射反作用を評価することでも導出される．
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第6章 結論

本論文では，剛性を持つ無質量粒子と剛性を持つ有質量粒子のツイスター形式
を構築し，これらの形式に基づく量子化の議論を通じて粒子のスピン量子数が取
り得る値を求めた．求められたスピン量子数の値はPlyushchayが先行研究で求め
た値に等しく，DeriglazovとNersessianによる報告を否定するものになっている．
本論文ではツイスター理論の枠組みですべての拘束条件を矛盾無く扱っており，求
められたスピン量子数の値 (すなわちPlyushchayが求めた値)は正しいものと言え
る．また，剛性を持つ粒子の波動関数 (ツイスター関数)のペンローズ変換を行う
ことで 4次元時空におけるスピナー場を導出し，それが場の方程式 (無質量粒子の
場合は一般化されたワイル方程式，有質量粒子の場合は一般化されたディラック・
フィールツ・パウリ方程式) を満たすことを確認した．加えて，剛性を持つ粒子模
型の研究の派生として，外曲率の 2乗を含むラグランジアンを変形し外部電磁場
との結合項を加えることで，ローレンツ・ディラック方程式を与える 2種類のラグ
ランジアンを構成した．
具体的には以下の議論が行われた: 第 2章では，ゲージ化された白藤の作用積
分を時空座標とスピナー変数を用いて書き換え，それに基づく正準形式を展開し，
その後，無質量粒子の正準量子化を行った．まず，ゲージ化された白藤の作用積分
が時空座標 xαα̇とスピナー変数 πα̇, ψαを用いて書き換えられた．その後，時空座
標とスピナー変数を用いて書かれたゲージ化された白藤の作用積分に基づく正準
形式がディラックの手法に従って構築された．その際，第二類拘束条件はディラッ
ク括弧を定義して正準変数を減らすことで処理された．
正準量子化の手続きは，正準変数を対応する演算子に置き換え，ディラック括
弧から定まる交換関係を設定することで実行された．このとき第一類拘束条件は，
物理的状態を定義する条件式として読み替えられた．この条件式からスピナー型
の平面波解 Φα1...αpα̇1...α̇q(x, π̄, π)が得られ，同時に，ヘリシティー kの値は整数値
または半整数値に制限された．平面波解Φに係数関数 F̃±をかけて π̄α,πα̇に関する
積分を行うことで，一般化されたワイル方程式を満たすスピナー場Ψ±

α1...αpα̇1...α̇q
(x)
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が求められた．また，このスピナー場 Ψ±は，係数関数 F̃±に対して適切なフーリ
エ・ラプラス変換を実行することで，ツイスター関数F±のペンローズ変換として
表された．さらに，Ψ±を生成する指数型母関数Ψ±が構成され，Ψ±に対する新
たな表示が求められた．
第 3章では，剛性を持つ無質量粒子のツイスター形式を導き，その作用積分が
ゲージ化された白藤の作用積分に一致することを証明した．また，この作用積分
に基づく剛性を持つ無質量粒子の量子化を実行した．まず，白藤の方法を剛性を
持つ無質量粒子模型に適用するために，剛性を持つ無質量粒子のラグランジアン
と等価な 1次形式のラグランジアンが与えられた．その後，1次形式のラグランジ
アンから得られる拘束条件の解が，スピナー変数 πα̇とψαを用いて書き下された．
この解を 1次形式のラグランジアンに代入することで，時空座標 xαα̇とスピナー変
数 πα̇, ψαを用いて書かれたラグランジアンが導かれた．さらに，このラグランジ
アンを xαα̇と πα̇, ψαから成るツイスター変数 ZAを用いて書き換えることで，ツ
イスター変数で表現された剛性を持つ無質量粒子の作用積分が導出された．この
作用積分はゲージ化された白藤の作用積分に一致する．
ツイスター変数で表現された作用積分に基づく剛性を持つ無質量粒子の量子化
が第 2章と同様の手順で実行され，拘束条件を満たす次数−2k−2のツイスター関
数F (Z)が得られた．関数F (Z)は量子論における波動関数に相当しており，ツイ
スター関数F (Z)に 1価性を課すことは自然である．この条件を実際に課すと，次
数−2k−2は整数値になるので，ヘリシティー kの値は整数値または半整数値に制
限されることがわかった．この結果は，Plyushchayの結論に一致している．また，
一般化されたワイル方程式を満たすスピナー場 Ψα1...αpα̇1...α̇q(x)が，ツイスター関
数 F (Z)のペンローズ変換として求められた．Plyushchayはこのようなスピナー
場を導くには至らなかったが，本研究ではツイスター関数のペンローズ変換とし
てスピナー場を導出することができた．
第 4章では，第 3章と同様の手順で剛性を持つ有質量粒子のツイスター形式を導
き，それに基づく正準形式を展開した．その後，剛性を持つ有質量粒子の正準量子
化を考察した．まず，剛性を持つ有質量粒子のラグランジアンと等価な 1次形式の
ラグランジアンが与えられ，これより得られる拘束条件の解が，運動量スピナー
πiα̇を用いて書き下された．この解を 1次形式のラグランジアンに代入し，xαα̇と
πiα̇から成るツイスター変数ZA

i を用いて書き換えることで，ツイスター変数で表
現された剛性を持つ有質量粒子のラグランジアンが導出された．ここで，有質量
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粒子の場合に 2個のツイスター変数が必要になることは，従来の関連する研究と整
合している．また，ツイスター変数で表現されたラグランジアンはU(1)1 ×U(1)2

変換のもとで不変である．その後，このU(1)1 ×U(1)2不変性の一部を壊すような
ゲージ固定条件と付加条件が課され，ツイスター変数で表現された剛性を持つ有
質量粒子のラグランジアンに基づく正準形式が，ディラックの手法に従って構築
された．その際，第二類拘束条件はディラック括弧を定義して正準変数を減らす
ことで処理された．
正準量子化の手続きは，正準変数を対応する演算子に置き換え，ディラック括弧
から定まる交換関係を設定することで実行された．このとき，第一類拘束条件は物
理的状態を定義する条件式として読み替えられた．この条件式から，ZA

1 とZA
2 そ

れぞれについて次数−2s∗ − 2のツイスター関数FJ(Z)が得られた．次数−2s∗ − 2

は，FJ(Z)に 1価性を課すことで整数値に制限された．また，得られたツイスター
関数FJ(Z)のペンローズ変換を行うことで，一般化されたディラック・フィールツ・
パウリ方程式を満たす 4次元時空におけるスピナー場 Ψ

i1...ip+l

α1...αp+l ; j1...jq ,α̇1...α̇q
(x)が求

められた．本研究では，ツイスター理論の手法を適用することで，Plyushchayが
導くには至らなかった場の関数が導出された．さらに考察を進めることで，スピ
ナー添字 αの個数 p + lとスピナー添字 α̇の個数 q，そしてスピン量子数 Jとの間
に J = (p + l + q)/2が成り立つことが証明された．この式と，FJ(Z)がZA

1 とZA
2

について同じ次数−2s∗ − 2であることを用いて，スピン量子数 Jの値は 0または
正の整数値に制限されることが示された．このことから，粒子のスピン量子数が
半整数値をとる可能性は否定され，Plyushchayの結論を支持する結果が得られた．
また，パウリ・ルバンスキーのスピンベクターを解析することで，粒子の質量M

は J に依存してMJ = m/
√

1 + J(J + 1)/k2のように定まることがわかった．
第 5章では，外曲率Kの 2乗を含むラグランジアンを変形し，それに外部電磁
場との結合項を加えることで，ローレンツ・ディラック方程式を与える 2種類の相
対論的なラグランジアン LDと LAが構成された．ラグランジアン LDは世界線の
パラメーターにあらわに依存する減衰項を含んでおり，ラグランジアンLAは世界
線のパラメーターにあらわに依存しない，２つの力学変数から成る交差項を含ん
でいる．ラグランジアン LDと LAのそれぞれから，ソース項を持つローレンツ・
ディラック方程式が，オイラー・ラグランジュ方程式として導出された．これら
のラグランジアンが得られたことで，放射反作用を受ける粒子の解析力学が構築
できると共に，放射反作用の量子論に対する新たなアプローチが可能になると考
えられる．
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剛性を持つ粒子模型を定めるラグランジアンは，外曲率K =
√

ẍ2
⊥/(ẋ2)2を含む

項を持つので，そのラグランジアンには時空座標の 2階微分を含むという特徴が
ある．このことは，オストログラドスキー・ゴースト1 が現れる可能性があること
を意味している．しかしながら，そのようなゴーストは，ツイスター変数で表現さ
れた剛性を持つ粒子模型には現れないことがわかるので，オストログラドスキー・
ゴーストは，通常の剛性を持つ粒子模型にも現れないことが期待される．そこで
今後の課題として，ゴーストの有無の判定条件を与えるオストログラドスキーの
定理 [114–116]を剛性を持つ粒子のラグランジアンに適用し，実際に，ゴーストは
現れないことを示すことが挙げられる．また，同様の考察を，外曲率の任意関数
を持つより一般化された剛性を持つ粒子模型に対して行うことも興味深い課題で
ある．

1ゴーストとは，下限のないハミルトニアンを生じる自由度のことで，その中でも特に高階微分
を含む理論において生じるものは，オストログラドスキー・ゴーストと呼ばれる．このようなゴー
ストの存在は，ハミルトニアンが，通常，系のエネルギーを与えることより，系のエネルギーの最
小状態が存在しないことを意味する [114–116]．
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[74] A. Bette, J. A. de Azcárraga, J. Lukierski, and C. Miquel-Espanya, Phys.

Lett. B595, 491 (2004).
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