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จ໊ɿALMOST SYMMETRIC NUMERICAL SEMIGROUPS WITH SMALL

NUMBER OF GENERATORSʢগͳ͍ݸͰੜ͞Εͨ֓ରশత܈ʹ͍ͭͯʣ

త܈ͱ,࣍ͷͭࡾͷ݅Λຬͨ͢Α͏ͳࣗવશମͷू߹N = {0, 1, 2, · · · }ͷ෦ू߹Hͷ͜

ͱͰ͋Δ:ʮ(1) 0 ∈ H, (2) H+H ⊂ H, (3) #(N\H) < ∞ʯ. ྫ͑,ू߹H = {0, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12 · · · }
͔֬ʹ্ͷͭࡾͷ݅Λຬ͍ͨͯ͠Δ. (3)ͷ݅͢ͳΘͪ, ͋Δ͔ΒઌͷશͯH ʹؚ·

Ε͍ͯΔ, ͱ͍͏ҙຯͰ͋Δ. ͦΕΏ͑, H ʹଐ͞ͳ͍࠷େͷ͕ଘ͢ࡏΔ͕, ͜ΕΛ Frobeniusͱ

,ͼݺ F(H)ͱ͍͏ه߸Ͱද͢. ·ͨ, H ʹଐ͞ͳ͍ࣗવͷݸΛH ͷछͱ͍͍, g(H)Ͱද͢. ্ͷ

ྫʹ͓͍ͯͦΕͧΕ, F(H) = 9, g(H) = 5Ͱ͋Δ. ͱ͜ΖͰ, ্ͷྫʹ͓͍ͯH ʹଐ͢Δશͯ,

4x1+6x2+7x3 (x1, x2, x3 ∈ N)ͷܗͰॻ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͦ͜Ͱ, H = ⟨4, 6, 7⟩ͱද͢. Ұൠʹ, શͯͷ

త܈H ༗ݸݶͷࣗવ a1, ..., anΛ༻͍ͯ, H = ⟨a1, ..., an⟩ := {x1a1+ · · ·+xnan | x1, ..., xn ∈ N}
ͱද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ.

త܈ֶͷ༷ʑͳʹؔ͢ΔରͰ͋Δ͕, ஶऀಛʹՄͱͷؔڵʹຯ͕͋

Δ. త܈ H ͕༩͑ΒΕͨͱ͖, ͦͷ͕࣍܈ͷΑ͏ʹଟ߲ࣜͷ෦ͱͯ͠ఆٛ͞ΕΔ:

k[H] := k[th | h ∈ H]. ୠ͠, kମ, tෆఆݩΛද͢. తٴ܈ͼత܈ͷڀݚ, Ϥʔϩο

ύ, ಛʹεϖΠϯɾΠλϦΞͳͲΛத৺ʹΜʹߦΘΕ͍ͯΔ. త܈, Մ͔Βͷࢹ

͔Β̍ݩ࣍ͷ Coheh-Macaulayͷಛघͳྫʹա͗ͳ͍͕, ͦΕࣗମಠཱͨ͠ڀݚରͰ͋Δ. ஶऀ

ͷେ͖ͳඪͷҰͭ, ՄΛ༻͍ͯత܈ͷੑ࣭Λղ໌͢Δ͜ͱͰ͋Δ. ܈H ͷ܈తੑ

࣭ࣗવʹ k[H]ͷతੑ࣭ʹରԠ͢Δ. ͜ͷରԠΛৄ͘͢͠؍Δ͜ͱʹΑͬͯ, ྆ऀͷ৽ͨͳڵຯ

ਂ͍ੑ࣭Λൃ͢ݟΔ͜ͱ͕ՄͰ͋ΔͱࢥΘΕΔ. ҎԼ, ͜ͷରԠͷྫΛͯ͛ڍΈΔ.

্Ͱड़ͨH ͷ Frobenius k[H]ͷ a-ෆมྔͱ͍͏࣍ͷෆมྔʹରԠ͍ͯ͠Δ. ·ͨ [Ku]

ʹΑΔݹయతͳ݁ՌͰ͋Δ͕, H ͕ରশతͱ͍͏ੑ࣭Λͭ࣋͜ͱͱ k[H]͕GorensteinͰ͋Δ͜ͱͱ

͕ಉͰ͋Δ. ্Ͱྫʹͨ͛ڍ܈ ⟨4, 6, 7⟩ରশతͰ͋Δ. ਤ 1ͷΑ͏ʹ, ΛҰઢ্ʹฒ, H

ʹଐͯ͠ΔΛ •, ଐ͍ͯ͠ͳ͍Λ ◦ͱͯ͢͠ه. ͜ͷͱ͖, 4ͱ 5ͷؒΛڥʹͯ͠, ◦ͱ ӈࠨ͕•
ରশʹݱΕΔ. ͜Ε͕ରশతͱ͍͏໊લͷ༝དྷͰ͋Δ. Gorenstein͕ͦ͏Ͱ͋ΔΑ͏ʹ, ରশత܈

༷ʑͳྑ͍ੑ࣭Λ͍ͯͬ࣋Δ.
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ਤ 1:

͜ͷΑ͏ͳཧ༝͔Β, զʑͷڀݚͷରͰ͋Δత܈ΛՄ, ܈ͷ྆ଆ໘͔Β͢؍Δ

͜ͱ͕ՄͱͳΔ. ·ͨ, Մͷ๛͔ͳख๏Λ༻͍Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δͱ͍͏ར͋Δ.

ຊจʹ͓͚Δओͳڀݚର, ֓ରশͱ͍͏ੑ࣭Λͭ࣋త܈Ͱ͋Δ. ֓ରশ܈ͷ֓೦

[BF]ΒʹΑͬͯॳΊͯఆٛ͞Εͨ. ͦΕରশ, .ͷ֓೦ͷҰൠԽͰ͋Δ܈ͼٖରশٴ [BF]Β֓

ରশ܈ʹରԠ͢Δͱͯ֓͠ Gorensteinͷ֓೦Λఆٛ͠, ͦΕΒͷڵຯਂ͍ཧΛల։ͨ͠. ·

ͨۙ, [GMP]ΒʹΑͬͯ, ֓ Gorensteinͷ৽ͨͳఆ͕ٛ༩͑ΒΕͨ. ͦΕ, Ұൠͷ ݩ࣍1 Cohen-

Macaulayہॴʹରͯ͠ఆٛ͞ΕΔͷͰ͋Γ, [BF]ʹΑͬͯ༩͑ΒΕͨఆٛΛؚΜͰ͍Δ. [GMP]

Β֓ GorensteinͷΑΓਂ͍ڀݚΛͨ͠. ͞Βʹͦͷޙ, [GTT]ΒʹΑΓ, ֓ GorensteinΛݩ࣍ߴ

Խ͢ΔࢼΈͳ͞Ε͍ͯΔ. Մʹ͓͚ΔҰൠͱͯ͠, ʮGorenstein ⇒ Cohen-Macaulayʯ

ͱ͍͏ংྻ͕͋Δ. ֓Gorenstein͜ͷؒʹҐஔ͢Δͷͱͯ͠, ରͱͳڀݚຯਂ͍ڵ৽ͨͳޙࠓ

Δ͜ͱ͕ظ͞ΕΔ. ֓ରশ܈ଟ͘ͷ֓ GorensteinͷྫΛ͢څڙΔ. ্ड़ͨ͠Α͏ʹ, ͦΕՄ

Ͱࢹ͔Βͷ ͷݩ࣍1 Cohen-Macaulayͷಛघͳྫʹա͗ͳ͍͕, ༷ʑͳෆมྔͳͲΛࢉܭ

͍͢͠ͱ͍͏ར͕͋Δ. ͜ͷརΛ௨ͯ͡, ֓ରশ܈ͷڀݚ֓Gorensteinͷڀݚʹଟ͘ͷߩ

.ΘΕΔࢥΛ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δͱݙ



ຊจͰՄͷࢹ͔Βओͱͯ֓͠ରশ܈Λ͢ڀݚΔ. ಛʹ, ܈ͷੜ͕ݩগͳ͍߹ʹ

͍ͭͯৄͦ͘͠ΕΒΛௐΔ. ,શͯରশతͰ͋Δ͔Β܈ੜͷݩ̎ ࢝Λڀݚੜͷ߹͔Βݩ̏

ΊΔʢୈ̎ষʣ. ·ͨ, ܈ͷੜ͕ݩଟ͍ఔ, ͋Δछͷ͘͠ͳΔ. ैͬͯ, ୈ̐ষͰಛघͳ

ੜܥΛͭ࣋͢ߟ͍ͯͭʹ܈Δ. ҎԼ, ຊจʹ͓͚Δ֤ষͷ༰ʹ͍ͭͯड़Δ.

·ͣୈ̍ষʹ͓͍ͯ, ٴ܈ͼ܈ʹؔͯ͠, Α͘ΒΕ͍ͯΔجຊ߲ࣄΛ֬ೝ͢Δ.

ୈ̎ষͰ, .͏ߦΛڀݚ͍ͯͭʹ܈ੜੜ֓ରশతݩ̏ ͢ͳΘͪ, H = ⟨a, b, c⟩ͱ͢Δ. H ͕

ରশతͰ͋Δͱ͖ʹͦͷߏྑ͘ΒΕ͍ͯΔ. ैͬͯ, H ඇରশతͱԾఆ͢Δ. ͜ͷͱ͖, k[H]

ͷఆٛΠσΞϧྻߦ

(
Xα Y β Zγ

Y β′
Zγ′

Xα′

)
ʹ͓͚Δશͯͷ 2× 2খࣜྻߦͰੜ͞ΕΔ͜ͱ͕ [He]ͷ

݁ՌʹΑΓΒΕ͍ͯΔ. ୠ͠, α,β, γ,α′,β′, γ′ > 0Ͱ͋Δ. ͜ͷষʹ͓͚ΔҰͭͷओఆཧ, F(H)ͱ

g(H)ͷؔΛ, ͜ΕΒͷύϥϝʔλΛ༻͍ͯද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ, ͱ͍͏͜ͱͰ͋Δ:

ఆཧ 1 (ఆཧ 2.8). H = ⟨a, b, c⟩Λඇରশͳ܈ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, ͠ β′b > αaͳΒ,

2 · g(H)− (F(H) + 1) = αβγ ͕Γཱͭ.

H ,߹ͷ܈ੜͰඇରশͳݩ͕̏ H ͕֓ରশͰ͋Δ͜ͱͱH ͕ٖରশͰ͋Δ͜ͱͱಉͰ͋

Δ͜ͱʹҙ͢Δ. ͜ͷ͜ͱ͔Β, ͷ࣍ .ͷಛ͚͕ಘΒΕΔ܈ੜٖରশݩ3

ܥ 2 ܥ) 2.9). H܈ੜݩ̏ ͕ٖରশͰ͋ΔͨΊͷඞཁे݅, α = β = γ = 1, ·ͨ α′ = β′ =

γ′ = 1͕Γཱͭ͜ͱͰ͋Δ.

ٖରশత܈Λ, ͜ͷΑ͏ʹ k[H]ͷۃখࣗ༝ղʢ·ͨఆٛΠσΞϧʣΛ༻͍ͯಛ͚ͨࣄ

.ΘΕΔࢥΈͰ͋ΔͱࢼͰʹແ͔ͬͨ৽͍͠·ࠓ ܥͨ· 2ͷԠ༻ͱͯ͠, ༩͑ΒΕͨ f Λ Frobenius

ͱͯͭ࣋͠ H܈ੜٖରশݩ3 Λશͯߏ͢Δํ๏ʹ͍ͭͯड़Δ.

ୈ̏ষͰ, .͏ߦΛڀݚͷ͍ͯͭʹ܈ੜ֓ରশݩ4 ಛʹͦΕΒͷλΠϓͷ্͢ߟͯؔ͠ʹݶ

Δ. Ұൠʹ, ݶͷλΠϓͷ্܈ੜݩ3 2Ͱ͋Γ, ͳ͠ࡏଘݶੜҎ্ͷͱ͖ʹλΠϓͷ্ݩ4

͍͜ͱ͕ΒΕ͍ͯΔ. ஶऀ࣍ͷΑ͏ͳ༧Λ͍ͯͬ࣋Δ.

༧ 3 (༧ 3.1). ͠H = ⟨a, b, c, d⟩͕֓ରশతͰ͋ΔͳΒ, H ͷλΠϓͷ্ݶ 3Ͱ͋Δ.

͜ͷ༧Λ͢ূݕΔͨΊʹ, [RG5]ʹΑΔ֓ରশ܈ͷߏํ๏Λ༻͍Δ. ͦΕΛৄ͘͠ड़ΔͳΒ

,ʮશͯͷ֓ରশ܈, .͞ΕΔʯͱ͍͏͜ͱͰ͋ΔߏΛআ͍ͯݩΒ͍͔ͭ͘ͷੜ͔܈ط ͜

ͷ݁ՌΛ༻͍ͯ, ຊষͰ, 2·ͨ Β͔܈طੜͷݩ3 .͢ΔߏʹΛ۩ମత܈طੜݩ4 ͦ

ͷΑ͏ͳಛผͳ߹ʹ͓͍ͯ, .ͷ༧ਖ਼͍͜͠ͱΛূ໌͢Δه্ ͜ͷষͷ༰ [Nu1]ʹ͍ͮج

͍ͯΔ. ·ͨຊষͷޙ࠷ʹ, ͷஶऀ͍ͯͭʹݶͷ্ݸͷݩͷఆٛΠσΞϧͷੜ܈ੜ֓ରশݩ4

ͷ༧ʹ͍ͭͯड़Δ.

ୈ̐ষͰ, :Δ͑ߟΛ܈ͭ࣋ΛܥͷΑ͏ͳಛघͳੜ࣍ H = ⟨a, sa+ d, sa+ 2d, ..., sa+ nd⟩. ୠ
͠, s, a, d > 0, n ≥ 2, gcd(a, d) = 1Ͱ͋Δ. ͜ͷͱ͖, H ҰൠԽ͞ΕͨࠩྻͰੜ͞ΕΔͱ͍͏.

͜ͷΑ͏ͳੜܥΛͭ࣋܈ଟ͘ͷஶऀୡʹΑͬͯ͞ڀݚΕ͍ͯΔ. ಛʹ, H ͕ରশత, ٖରশతͰ

͋ΔͨΊͷඞཁ͕݅ΒΕ͍ͯΔ. ͦ͜Ͱ͜ͷষͰ, H ͕֓ରশͰ͋ΔͨΊͷඞཁे݅Λ༩͑

Δ. ৄ͘͠ड़ΔͱҎԼͷ௨ΓͰ͋Δ:

ఆཧ 4 ܥ) 4.4). H = ⟨a, sa+ d, sa+ 2d, ..., sa+ nd⟩ΛҰൠԽ͞ΕͨࠩྻͰੜ͞ΕΔ܈ͱ͠, ඇ

ରশతͰ͋ΔͱԾఆ͢Δ. ͜ͷͱ͖, H ͕֓ରশతͰ͋ΔͨΊͷඞཁे݅, a = n+ 1͔ͭ s = 1

͕Γཱͭ͜ͱͰ͋Δ.

ୈ̑ষʹ͓͍ͯ, Gorensteinత܈ʹ͓͚Δ୯߲ࣜͰੜ͞ΕͨUlrichΠσΞϧʹ͍ͭͯݚ

.Λ͢Δڀ UlrichΠσΞϧͷ֓೦ [GOTWY]ΒʹΑͬͯఆٛ͞Εͨ.

ఆٛ 5 ([GOTWY]). (R,m)Λ Cohen-Macaulayہॴͱ͠, I Λ Rͷ m-४ૉΠσΞϧͱ͢Δ. ͜ͷͱ

͖, ݮখઅۃ Q ⊂ I ʹରͯ͠, I2 = QI ͔ͭ, I/I2 ͕ R/I-ࣗ༝Ճ܈, ͱͳΔͱ͖ I  Rͷ UlrichΠσΞ

ϧͰ͋Δͱ͍͏.

[GOTWY]Β, Gorensteinత܈ʹ͓͚Δ, ୯߲ࣜͰੜ͞ΕΔ UlrichΠσΞϧͷಛ͚

Λ༩͑ͨ. ͜ͷ݁ՌΛ༻͍ͯ࣍ͷࣄΛূ໌͢Δ.



ఆཧ 6 (ఆཧ 5.5). H = ⟨a, a+ d, a+ 2d, ..., a+ nd⟩Λରশతͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, k[H]͕୯߲ࣜͰੜ͞

ΕΔ UlrichΠσΞϧΛͨͭ࣋Ίͷඞཁे݅ n = 2͕Γཱͭ͜ͱͰ͋Δ.

ୈ̐ষٴͼୈ̑ষͷ༰ [Nu2]ʹ͍͍ͯͮجΔ. ,ʹޙ࠷ͨ· ݩ͕̏܈ੜରশతͷͱ͖ʹ, ୯߲

ࣜͰੜ͞ΕΔ UlrichΠσΞϧ͕͍ͭଘ͢ࡏΔ͔ʹ͍ͭͯͷ݁ՌΛஶऀͷจ [Nu3]͔ΒҾ༻͢Δ.

ୈ̒ষʹ͓͍ͯ, ֓ରশ܈ͷੑ࣭Λղ໌͢ΔͨΊͷҰͭͷΞϓϩʔνΛհ͢Δ. ܈ͷੜݩ

ͷݸ͕Ұൠͷ߹ʹ, ֓ରশͱ͍͏ੑ࣭·ͩͦΕ΄Ͳৄࡉʹ໌Β͔ʹ͞Ε͍ͯͳ͍. ஶऀ͜

͜Ͱհ͢Δख๏ΛҰͭͷΓޱͱͯ͠ޙࠓ, ֓ରশ܈ͷݙߩʹڀݚΛ͍ͨ͠.


